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Rozdziat 1

Wstep

W niniejszej pracy przedstawiam dowod otwartego od niemal dziesieciu lat pro-
blemu: Uogoélnionego Lematu Sawayamy, a takze dowdéd Uogolnionego Twierdzenia
Sawayamy—Thébaulta [2] B].

Twierdzenie Sawayamy—Thébaulta uznawane jest za jedno z najpiekniejszych
twierdzen geometrii, w duzej mierze dzieki swojej wyjatkowej historii. Po raz pierw-
szy problem zostal opublikowany w 1938 roku w czasopi$émie The American Mathe-
matical Monthly [20].

W 1963 roku wydawnictwo Uniwersytetu Oksfordzkiego umiescito ten problem
na liscie ,,Tomorrow’s Math: Unsolved Problems for the Amateur”, klasyfikujac go
jako otwarty problem z zakresu geometrii analitycznej [12].

Mimo to problem pozostawal nierozwiazany az do 1983 roku, kiedy to — po 45
latach od pierwotnej publikacji — K. B. Taylor opublikowal 24-stronicowy dowdéd
obliczeniowy w The American Mathematical Monthly [18]. Nie zakoriczyto to jednak
poszukiwan bardziej syntetycznego rozwigzania.

W 1988 roku Chou [I] zastosowal automatyczne metody dowodzenia twierdzen,
oparte na bazach Grébnera i resztach pseudowielomianowych, aby udowodnié to
twierdzenie. Oryginalny dowdéd wymagal 44 godzin czasu CPU. Po6zZniejsze uspraw-
nienia pozwolily znaczaco skrocié czas obliczeit — Yang Lu i Zhang Jingzhong uzy-
skali wynik 268 sekund. Twierdzenie Sawayamy—Thébaulta jest obecnie niemal wzor-
cowym przypadkiem w teorii baz Grébnera [16].

W 1991 roku H. Demir i C. Dezar opublikowali kolejna wersje dowodu w reno-
mowanym czasopi$mie Geometriae Dedicata [4].

W 2001 roku na tamach The American Mathematical Monthly ukazal si¢ elemen-
tarny dowod w otwartym dostepie, z wykorzystaniem wspotrzednych kartezjanskich,
autorstwa R. Shaila [16]. Rowniez i w tym przypadku nie obylto sie bez pomocy
komputera.

W 2002 roku w The American Mathematical Monthly opublikowano takze dowdd
dla przypadku okregow zewnetrznych Twierdzenia Sawayamy—Thébaulta [7].

W 2003 roku, dopiero po 65 latach, krotki i syntetyczny dowdd zostal opublikowa-
ny przez Jeana-Louisa Ayme’a [9]. Ayme odkryl, ze Yuzaburo Sawayama, instruktor
w Centralnej Szkole Wojskowej w Tokio, niezaleznie sformutowal i rozwiazal ten
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problem juz w 1905 roku. Dowdd ten przedstawil w swojej pracy naukowej. Od tego
czasu twierdzenie to znane jest jako Twierdzenie Sawayamy—Thébaulta, zas lemat,
ktorego Sawayama uzyl w jego dowodzie, okreslany jest mianem Lematu Sawayamy.

Na przestrzeni lat opublikowano dziesiatki prac po§wieconych twierdzeniu Saway-
amy—Thébaulta w licznych renomowanych czasopismach. Z czasem sam dowdd byt
coraz bardziej upraszczany, a w niniejszej pracy przedstawiam jego jednostronicowa,
syntetyczna wersje, opartg na Twierdzeniu Pappusa, przypisywana Y. Sawayamie.

Dao Thanh Oai przez cztery lata pracowal wraz z trzema innymi matematykami
z Wietnamu nad znalezieniem uogolnienia Twierdzenia Sawayamy—Thébaulta. Jak
sam pisze [3]:

I have worked for four years to find a real nice gemeralization of the
Thébault theorem and publish in here[2] since two years ago, but has
no proof. So I am looking for the proof of the generalization of the
Sawayama-Thébault theorem as follows:

Hipoteza ta pozostaje otwarta od niemal dziesieciu lat, co potwierdzil sam Dao
Thanh Oai, z ktérym autor niniejszej pracy pozostawal w kontakcie. Nie powinno to
jednak dziwi¢ — jak juz wspomniano, klasyczne twierdzenie Sawayamy—Thébaulta
czekato na dowod przez 45 lat, ktory byt 24-stronicowym analitycznym dowodem.

W niniejszej pracy prezentuje dowody Uogoblnionego Lematu Sawayamy oraz
Uogo6lnionego Twierdzenia Sawayamy—Thébaulta, bedace efektem kilkuletnich prac
nad tym problemem.

Kluczowym elementem przedstawionego dowodu jest zastosowanie dylacji (ang.
dilation), bedacej szczegdlnym przypadkiem okregowego przeksztalcenia osiowego
(ang. axis circular transformation). Technika ta zostala opisana w pracy Geometric
Transformations IV: Circular Transformations [8], przettumaczonej z jezyka rosyj-
skiego na angielski okolo pietnastu lat temu.

Poniewaz autorowi nie sa znane inne zrédta — w szczegélnosci w jezyku polskim
— opisujace te metode, podstawowe informacje na jej temat zawarto w Rozdziale 2.

Podsumowujac, w niniejszej pracy przedstawiam dowody dwoch otwartych pro-
bleméw: Uogolnionego Twierdzenia Sawayamy—Thébaulta oraz Uogolnionego Lema-
tu Sawayamy. Dowody te maja charakter syntetyczny, a ich szczegdlnym przypad-
kiem sa klasyczne wersje obu twierdzeri, co pozwala uogélnié¢ wszystkie wyniki przed-
stawione we wspomnianych publikacjach.

Mitosz Ptatek



Rozdziat 2

Axial circular transformation

Axial circular transformation [§] to przeksztalcenie zamieniajace:
e prosta — prosta,
e okrag — okrag (gdzie punkt to okrag o promieniu zero).

Jest to zatem dualna wersja przeksztalcenia typu punkt — punkt, ktore zachowuje
okregi (np. inwersji). W przeciwieristwie do geometrii euklidesowej, w ktorej obiekty
definiuje sie jako zbiory punktow, w tej geometrii obiekty okresla sie poprzez zbiory
prostych. Na przyktad okrag opisujemy jako zbiér prostych stycznych do niego —
obwiednie, czyli obraz okregu w przeksztatceniu biegunowym.

W niniejszej pracy postugiwaé sie bedziemy jednym z takich przeksztalceri, mia-
nowicie dilation. Dlatego tez pokrotce je omowimy. Aby zagwarantowaé jednoznacz-
noé¢ tego przeksztalcenia, kluczowe okazuje sie wprowadzenie pojeé skierowanego
okregu oraz skierowanej proste;j.

2.1 Skierowane okregi i proste

Definicja 2.1.1. (Skierowany okrag) Okrag definiujemy jako pare: srodek oraz
promieri r € R (w odroznieniu od klasycznej definicji, gdzie r € Ry ). Okrag o
promieniu r i srodku w punkcie O to okrag o srodku w punkcie O i promieniu |r]|
skierowany w nastepujacy sposoéb:

e r > (0 — skierowany przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara,
e 7 < 0 — skierowany zgodnie z ruchem wskazéwek zegara,
e r =0 — brak skierowania (punkt).
W tym rozdziale odwotlujac sie¢ do okregu bedziemy mieli na mysli skierowany okrag.

Definicja 2.1.2. (Skierowana prosta) Do klasycznej definicji prostej dodajemy
jej skierowanie. W tym rozdziale odwotlujac sie do prostej bedziemy mieli na mysli
skierowang, prosta.



2.2 Dylacja

Definicja 2.2.1. (Dylacja) Dylacja o parametrze a € R nazywamy przeksztalce-
nie, ktore przesuwa kazda prosta o wartosé |a| w prawo (gdy a > 0) lub w lewo (gdy
a < 0), patrzac wzdluz prostej zgodnie z jej skierowaniem.

Rysunek 1 —a >0 Rysunek 2 —a <0

Wlasnosé 2.2.2. Kazdy okrag (rozumiany jako zbior prostych stycznych) w wyniku
dylacji o parametrze a przechodzi na okrag o tym samym S$rodku i promieniu r + a,
gdzie r oznacza promieri okregu przed przeksztalceniem.

Rysunek 3 —r=—-4,a=1 = r=-3 Rysunek4d —r=—-4,a=5 = r=1

Definicja 2.2.3. (Stycznos¢ okregéw) Dwa okregi nazywamy stycznymi, jesli sa
styczne w klasycznym sensie geometrii euklidesowej, a ponadto sa zgodnie skierowa-
ne.

Rysunek 5 — stycznosé zewnetrzna Rysunek 6 — styczno$¢ wewnetrzna



Wlasnosé 2.2.4. (Stycznos$é prostej i okregu) Prosta i okrag sa styczne jezeli
sa styczne w klasycznym pojeciu euklidesowskim oraz sa zgodnie skierowane.

Rysunek 7 — stycznosé Rysunek 8 — brak stycznosci

Wilasnosé 2.2.5. Dylacja zachowuje stycznosé.

Rysunek 9 — r = —4, a = 1, stycznosé Rysunek 10 — r = —4, a = 5, stycznosé






Rozdzial 3

Twierdzenie
Sawayamy-Thébault’a

3.1 Lemat Sawayamy

Twierdzenie 3.1.1. (Lemat Sawayamy) Dany jest tréjkgt ABC, oraz punkt D
na boku trojkgta ABC'. Niech w bedzie okregiem stycznym do odcinka BC w punkcie
E, odcinka AD w punkcie F' oraz do okregu opisanego na tréjkgcie ABC. Wiowczas,
niezaleznie od wyboru punktu D, prosta EF przechodzi przez staty punkt I, bedacy
Srodkiem okregu wpisanego w trdjkgt ABC.

Rysunek 11 — Lemat Sawayamy

Dowdd. Niech F’ to punkt przeciecia sie prostej EI z okregiem w. Ponadto niech
M to srodek tuku BC niezawierajacego punktu A. Woéwczas, z jednokladnosci w
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punkcie P, dostajemy, ze punkty P, E, M sa wspoélliniowe oraz, ze
IMAP = SEF'P.
Zatem czworokat AIF'P jest cykliczny. Ponadto mamy, ze
ME-MP=CM?=MI?

z trojliscia i faktu, ze w po inwersji wzgledem okregu (M, MC) przechodzi na BC.
Zatem
MI? = ME - MP,

wiec okrag opisany na trojkacie I EP jest styczny do prostej AM. Zatem
IMIE = $IPE — JIAF'4+4AF'I = <4IPF'+4F' PE — JEF'D = <4F'PE,

wiec prosta AF’ jest styczna do okregu w. Zatem F = F’, co dowodzi, ze prosta EF
przechodzi przez punkt I.

Rysunek 12 — Dow6d Lematu Sawayamy

3.2 Twierdzenie Sawayamy-Thébault’a

Twierdzenie 3.2.1. (Twierdzenie Sawayamy-Thébaultta) Dany jest trdjkaqt
ABC, oraz punkt D na boku trdjkgta ABC. Niech O1 i Oy (O1 # O2) bedq Srodkami
okregow stycznych do odcinka BC, odcinka AD oraz do okregu opisanego na tréjkgcie
ABC. Wowczas, niezaleznie od wyboru punktu D, prosta O102 przechodzi przez staty
punkt I, bedgcy srodkiem okregu wpisanego w trdjkgt ABC.
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Rysunek 13 — Twierdzenie Sawayamy-Thébault’a

Dowdd. Niech wi i wy to okregi o srodkach odpowiednio w O i O z tresci zadania.
Ponadto niech punkty F i F' to punkty stycznosci wy z bokiem BC' i odcinkiem AD,
odpowiednio. Analogicznie, niech punkty G i H to punkty stycznosci wy z bokiem
BC i odcinkiem AD. Zauwazmy, ze z lematu Sawayamy punkty E, F', [ oraz punkty
G, H, I sa wspolliniowe. Zatem

YIED = YFED = %iGDH — Y0,DG,

wiec OoD || IE. Analogicznie pokazujemy, ze GI || DO;. Zauwazmy ponadto, ze
0>G || O1E. Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pappusa dla szesciokata
O2GIEO1D otrzymujemy, ze punkty Oy, I, O sa wspoétliniowe (punkty przecieé
leza na jednej prostej — prostej w nieskoniczonosci), co dowodzi tezy.

Rysunek 14 — Dowo6d Twierdzenia Sawayamy-Thébault’a



10



Rozdzial 4

Uogoé6lnienie Twierdzenia
Sawayamy-Thébault’a

W tym rozdziale przedstawiam dowod uogélnionego Lematu Sawayamy oraz dowod
uogodlnionego Twierdzenia Sawayamy-Thébaultta. Autorem hipotezy jest Dao Thanh
Oai z Wietnamu, ktoéry wraz z trzema innymi matematykami pracowal nad nig przez
cztery lata.

4.1 Uogoblnienie Lematu Sawayamy

Twierdzenie 4.1.1. (Uogdlnienie Lematu Sawayamy) Dany jest tréjkat ABC
oraz okrgg wy styczny do prostych AC i AB. Okrgg Q) przechodzi przez punkty B i
C. Ponadto, niech k bedzie prostq styczng do okregu w,. Okrqgg w to okrgg styczny
do odcinka BC' w punkcie D, do okregu 2 oraz do prostej k w punkcie E, przy czym
w lezy po tej samej stronie prostej BC, co punkt A. Ponadto

o jesli okrqg w, lezy po przeciwnej stronie prostej AC co punkt B to o okrgg )
jest styczny wewnetrznie do okrequ w, oraz okrgg w lezy po tej samej stronie
prostej k co okrgg wq,

o jesli okrqg w, lezy po tej samej stronie prostej AC co punkt B to okrgg €2
jest styczny zewnetrznie do okregu w, oraz okrag w lezy po przeciwnej stronie
prostej k co okrgg wg.

Wowczas, niezaleznie od wyboru prostej k, prosta DE przechodzi przez staly punkt
1, bedgcy $rodkiem okregu wpisanego w tréjkgt ABC.
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Rysunek 15 — konfiguracja 1 Rysunek 16 — konfiguracja 2

Dowdd. W dowodzie, dla uproszczenia, przyjmujemy konfiguracje przedstawiona na
rysunku 15. W przypadku konfiguracji z rysunku 16 dowod przebiega analogicznie.

Jesli okrag w, jest punktem (tzn. jego promienn wynosi zero), wowczas pro-
blem trywializuje sie, poniewaz sprowadza sie do klasycznego twierdzenia Saway-
amy—Thébault’a. W dalszej czesci rozwazan przyjmujemy zatem, ze okrag ten nie
jest zdegenerowany.

Niech punkt A’ bedzie punktem stycznosci okregow Q i w,. Niech punkty O oraz
O, oznaczaja odpowiednio §rodek okregu w oraz $rodek okregu wy,.

Rysunek 16 — przed przeksztalceniem Rysunek 17 — po przeksztatceniu



Skierujmy okregi i proste jak na Rysunku 16, a nastepnie rozpatrzmy przeksztatcenie
plaszczyzny — dylacje (osiowa transformacja kotowa) przeksztalcajace w, w punkt
O,.

Nasza sytuacje po przeksztalceniu prezentuje rysunek 17. Niech B’ i C’ to punkty
przeciecia sie okregu ) i prostej BC' po naszym przeksztalceniu. Ponadto niech
punkty D’ i E’ to punkty stycznosci w; z odpowiednio prostymi BC' i k po naszym
przeksztalceniu. W celu klaryfikacji, warto zaznaczy¢, Ze nie jest prawda, ze D — D’
lub £ — E’ po naszej dylacji, poniewaz nasze przeksztalcenie to przeksztalcenie
prosta — prosta, a nie punkt — punkt (w szczegolnosci w dylacji punkt to okrag).
Z lematu Sawayamy dla trojkata O,B’C’ otrzymujemy, ze prosta E’'D’ przechodzi
przez staty punkt I” bedacy srodkiem okregu wpisanego w trojkat O, B’C’. Ponadto
zaznaczmy na rysunku 17 punkty D i F z przed przeksztalcenia (z rysunku 16).
Zauwazmy, ze z definicji dylacji dlugosé wektora DD’ jest rowny dlugosci wektora
EFE'’ (przesunelismy prosta BC' o ta sama wartosc co prosta k). Ponadto OE’ = OD’,
co taczac z faktem, ze EE' = DD’ daje nam, ze E'D'||ED. Zauwazmy, Ze niezaleznie
od wyboru stycznej k wektor DD’ jest staly, bowiem jego kierunek jest prostopadly
do BC, skierowanie stale (bo okrag w i w, maja stale skierowanie) i jego dtugosé jest
réwna promieniowi okregu w, czyli tez stata. Rozpatrzmy wiec przesuniecie prostych
E'D’ o staly wektor D’ D (wektor DD’ o przeciwnym kierunku). Wowczas proste te
przejda na proste DFE, a staly punkt I" na pewien staly punkt I’. Zatem niezaleznie
od wyboru prostej k, proste DE przechodzg przez pewien stalty punkt I’. Pozostalto
pokazaé, ze I' = I.

W dalszej czesci dowodu, bedziemy potrzebowaé ponizszego lematu, bedacego
wariacjg lematu Sawayamy. Ku zaskoczeniu autora, nie zostal on przedstawiony w
zadnym dostepnym zrodle pomimo, ze dowéd mozna przeprowadzi¢ w analogiczny
spos6b do dowodu lematu Sawayamy.

Lemat 4.1.2. (Lemat Sawayamy w innej konfiguracji) Dany jest trojkat ABC oraz
punkt D na odcinku BC. Okrgg w jest styczny do okregu opisanego w punkcie P,
prostej BC w punkcie E i prostej AD w punkcie F' tak, ze punkt A i punkt P lezg po
przeciwnych stronach prostej BC oraz punkty B i P lezq po tej samej stronie prostej
AD. Woéwczas niezaleznie od wyboru punktu D, prosta EF przechodzi przez punkt
J. bedgcy Srodkiem okregu dopisanego do tréjkgta ABC na przeciwko wierzchotka C.

Dowdd. Niech punkt F' # E to punkt przeciecia sie prostej J.F z okregiem w.
Ponadto niech punkt M to $rodek tuku BAC. Wéwcezas mamy, ze punkty P, E, M
sa wspoélliniowe. Z jednokladnosci w punkcie P dostajemy wiec, ze

IPF'E=<34PCM = JJ,AP.

Zatem
YJ.AP = < J.F'P,

wiec czworokat PF'AJ, jest cykliczny. Ponadto skoro MJ. = M B (wariant twier-
dzenia o trojlisciu) to
ME-MP = MB?* = MJ?,

wiec prosta M J. jest styczna do okregu opisanego na trojkacie J.EP.
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Rysunek 18 — Lemat Sawayamy w innej konfiguracji

Zatem
IMJ.E =<9J.PM =<ACM + < J.F'A.

Wiemy jednak, ze
IMJ.E = SAPF' = SACM + SEPF'.
Laczac powyzsze rownosci otrzymujemy, ze
JACM + SEPF' = JSACM + <J,F'A = JEPF =<4J.F'A.
Zatem prosta AF’ jest styczna do okregu w, wiec F' = F”, co dowodzi tezy. O

Niech punkty P i F' to odpowiednio punkt stycznosci okregéw €) i w oraz punkt
stycznosci okregu w, i prostej k.

Lemat 4.1.3. Prosta A'I to dwusieczna kgta BA'C..

Dowdd. Niech punkty B; i C; to odpowiednio punkty stycznosci prostej AC' i AB z
okregiem w,. Ponadto punkt X # C to punkt przeciecia sie prostej AC' z okregiem
Q. Niech prosta C'I przecina prosta B1C7 w punkcie J,.. Z lematu 4.1.2 dostajemy, ze
punkt J. to srodek okregu dopisanego trojkata BC' X na przeciwko wierzchotka C'.
Ponadto z dowodu lematu 4.1.2 otrzymujemy, ze czworokat J.BCy A’ jest cykliczny.
Zauwazmy ponadto, ze

1
$JoIB = IBC + FICB = 5 (180° — $BAC) = 4 BiC1A = 4J.C, B.
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Zatem Y.J.IB = <J.C1B, wiec czworokat J.BIC, jest cykliczny. Laczac powyz-
sze fakty otrzymujemy, ze pieciokat J.BIC1 A’ jest cykliczny, a w szczegdlnosci, ze
czworokat A’C1IB jest cykliczny. Analogicznie pokazujemy, ze czworokat A’ BIC
jest cykliczny.

Rysunek 19 — Cyklicznosé¢ czworokatow A'C1IB 1 ABIC

Niech punkt N to $rodek tuku X BC' (Rysunek 20). Wowczas punkty A’, By, N sa
wspoliiniowe.

Rysunek 20 — Lemat 4.1.3
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Zatem otrzymujemy, ze

IBA'B, — %MA'C _YXA'B = %<IXA’B n %4340 _YXA'B =

_ %chA/c - %<;XCB _ %chA'c _3B,CI= %qBA/c _IBAT.
Zatem
IBA'I =4BA'B, + $B,A'I = %ﬁBA’O —IBAT+<3IB AT = %<1BA’C.
Otrzymujemy wiec ze Al to dwusieczna kata S<BA’C, co chcielismy dowiesé. O
Rozpatrzmy teraz prosta k bedaca styczng do okregu w, w punkcie A’. Niech

ponadto M oznacza $rodek tuku BC niezawierajacego punktu A’. Wowcezas punkty
A’ D, M s wspolliniowe. Zatem punkt I’ lezy na dwusiecznej kata BA'C.

Rysunek 21 — prosta k styczna w punkcie A’
Lemat 4.1.4. Punkty F, I', E, P, A’ lezq na jednym okregu (Rysunek 22).

Dowdd. Na poczatek pokazemy, ze czworokat PEF A’ jest cykliczny. Niech Jy =
kN A'P. Z twierdzenia Monge’a dla okregow €, w, 1 w otrzymujemy, ze $rodek
jednoktadnosci dodatniej przeksztalcajacej w, na w lezy na prostej PA’. Ponadto
oczywiscie ten §rodek jednokltadnosci dodatniej lezy na k. Zatem J, to $rodek jed-
noktadnosci dodatniej przeksztalcajacej w, na w. Jest to wiec takze $§rodek inwersji
dodatniej przeksztalcajacej w na w,. Po takim przeksztalceniu P — A’ 1 E — F.
Zatem z potegi punktu czworokat PEF A’ jest cykliczny.
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Rysunek 22 — Wspolokregowosé punktow F, I', E, P, A'.

Teraz pokazemy ze czworokat A’PEI’ jest cykliczny. Niech punkt M to srodek
tuku BC okregu 2, niezawierajacego punktu A’. Wowczas prosta DP przechodzi
przez punkt M. Ponadto skoro punkt I’ lezy na dwusiecznej kata BA'C to punkty
A, I') M sa wspolliniowe. Rozpatrzmy jednokladnosc przeksztalcajaca w na Q.
Dostajemy, ze

IDEP =9IMA'P =<4IA'P,

wiec czworokat A’ PET jest cykliczny.
Skoro punkty P, E, F, A’ lezg na jednym okregu i punkty A’, P, D, I leza na
jednym okregu to punkty P, E, I, F, A’ jest cykliczny. O

Zatem z lematu 4.1.4 punkty A’, F', I’, P lezg na jednym okregu dla dowolnego poto-
zenia punktu P niezdegenerowanego okregu w. Wezmy prosta k przechodzacg przez
punkt C taka, ze punkty A’ i B lezg po przeciwnych jej stronach. Wowczas okrag w
jest zdegenerowany do punktu C, wiec P = C. Z ciaglosci dla cyklicznosci puntow
A’, F, I, P otrzymujemy, ze punkty A’, F', I', P = C leza na jednym okregu (jezeli
tak by nie bylo to znalezlibySmy taki punkt na P na tuku A’C, niezawierajacym
punktu B, dla ktorego okrag A’FI’'P nie bylby cykliczny). Z dowodu lematu 4.1.3
wiemy, ze punkt A’, punkt stycznosci AC z okregiem w (w tym przypadku punkt
F), punkt I oraz punkt C' leza na jednym okregu. Zatem oba punkty I oraz I’ leza
na okregu opisanym na trojkacie A’FC oraz na prostej A’I. Skoro oba te punkty
sg rozne od A’ to I' = I, co dowodzi, ze prosta DE przechodzi przez staly punkt
bedacy srodkiem okregu wpisanego w trojkat ABC.
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Rysunek 23 — okrag zdegenerowany w = C

4.2 Uogoéblnienie Twierdzenia Sawayamy-Thébault’a

Twierdzenie 4.2.1. (Uogdlnienie Twierdzenia Sawayamy-Thébault’a) Dany
jest trajkgt ABC' oraz okrgg wg o $rodku w punkcie Oy, styczny do prostych AC i AB.
Okrgg Q przechodzi przez punkty B i C. Niech P to dowolny punkt na plaszczyinie,
na zewngtrz okrequ w,. Proste k il to styczne do okregu w, poprowadzone przez
punkt P, przy czym, patrzgc wzdluz potprostej PO, proste k il lezg odpowiednio na
lewo i na prawo od tej potprostej. Okragg wy @ okrgg wo to odpowiednio okrgg styczny
do odcinka BC, do okregu ) i do prostej k, oraz okrgg styczny do odcinka BC, do
okregu §) oraz prostej l. Okregi wy i wy lezq po tej samej stronie prostej BC' co punkt
A. Ponadto

o jesli okrgg wy lezy po przeciwnej stronie prostej AC co punkt B, to okrgg )
jest styczny wewnetrznie do okregu w,. Wowczas okrag wi lezy po tej samej

stronie prostej k co okrqag we, a takze okrqag wo lezy po tej samej stronie prostej
l co okrgg wg,

o jesli okrgg w, lezy po tej samej stronie prostej AC co punkt B, to okrgg Q) jest
styczny zewnetrznie do okrequ w,. Wowczas okrag wy lezy po przeciwnej stronie
prostej k co okrqag wg, a takze okrgg wo lezy po przeciwnej stronie prostej | co
okrgg wq -

Wowczas prosta O102 przechodzi przez staty punkt wtedy gdy punkt P rusza sie po
ustalonej prostej.
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Rysunek 24 — konfiguracja 1 Rysunek 25 — konfiguracja 2

Dowdd. Jesli okrag w, jest zdegenerowany (punkt A) to otrzymujemy Twierdzenie
Sawayamy-Thébault’a. Przyjmijmy w dalszym ciagu, ze okrag w, nie jest zdegene-
rowany.

W dowodzie, w celu uproszczenia, ponadto przyjmijmy konfiguracje z Rysun-
ku 24. W przypadku konfiguracji z rysunku 25, dowod jest analogiczny.

Zanim przejdziemy do dowodu udowodnijmy nastepujacy lemat:

Lemat 4.2.2. Dane sq okregi Q) i w styczne wewnetrznie w punkcie A oraz punkt
B # A na plaszczyénie. Punkt X jest punktem na okregu w, a f jest inwolucjg na
tym okregu. Ponadto punktY = (AX B)NQ (drugie przeciecie tych okregéw) i punkt
Y’ = (Af(X)B)NQ (drugie przeciecie tych okregow). Wowezas mapa Y () — Y'(2)
jest inwolucjq.

A
[ ]
Y
X/
Rysunek 26 — przed inwersja Rysunek 27 — po inwersji

Dowdd. Rozpatrzmy inwersje w punkcie A o dowolnym niezerowym promieniu. Otrz-
mujemy wowczas sytuacje z Rysunku 27. Przerzucajac punkt X przez punkt B na
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prosta ' otrzymujemy, ze Y i Y’ to para inwolucyjna na prostej Q. Zatem przed
inwersja mapa Y (Q2) — Y'(Q) takze byta inwolucja, co chcielismy dowiesé. O

Oznaczmy odpowiednio punkty (Rysunek 25): D punkt styczno$ci okregu wy z
BC, E punkt stycznosci okregu wy z prosta k, F' punkt stycznosci okregu we z BC),
G punkt stycznosci okregu ws z prosta [, X punkt stycznosci prostej k z okregiem wy,,
X' punkt stycznosci prostej [ z okregiem w,, I §rodek okregu wpisanego w trojkat
ABC, A’ punkt stycznosci okregu w, z €, Y punkt stycznosci Q i wy, Y/ punkt
stycznosci 2 i wsy, O srodek okregu opisanego na trojkacie A’ BC.

Rozpatrzmy przeksztalcenie biegunowe wzgledem okregu w,. Wowczas z faktu,
ze punkt P lezy na ustalonej prostej otrzymujemy, ze mapa X »— X’ jest inwolu-
cja. Z dowodu twierdzenia 4.1.1 wynika, ze pieciokaty A’ X EIY oraz A’ X'GIY’ sy
cykliczne. Ponadto punkt I oraz punkt A’ jest staly, niezalezny od wyboru punk-
tu P. Z lematu 4.2.2 dla ktérego Q@ = Q, w = w,, A = A’, B = I i inwolucji
f = X(w) — X'(w) otrzymujemy, ze przeksztalcenie Y ~— Y’ jest inwolucja.

Niech prosta m to prosta rownolegta do BC odlegta od niej o R i lezaca po tej
same] stronie prostej BC' co punkt A’ (gdzie R to promieni okregu opisanego na
trojkacie A’ BC'). Rozpatrzmy parabole P o kierownicy m i ognisku O. Istotnie z
definicji naszej paraboli dostajemy, ze B € P i C € P. Oznaczmy D' = O1D N'm.
Zauwazmy, ze

0.D'=DD' —01D=R—-0,Y =0,0 = O, €P.

Analogicznie pokazujemy, ze Oy € P.

Oznaczmy przez M srodek tuku BC okregu 2 niezawierajacego punktu A’ oraz
przez ooppr punkt w nieskoniczonosci prostej DD’. Z prostopadtosci DD’ do kierow-
nicy paraboli P otrzymujemy, ze copps € P. Rozpatrzmy teraz nastepujaca mape
rzutowa:

Y(Q) — MY(M) — MYQBC(BC) — D(BC) — OODD/D(OODD/) — Ol(P)

Skoro dla tej mapy rzutowej mamy, ze

V() — O1(P) AY'(Q2) — O2(P)

oraz mapa Y () — Y'(Q) jest inwolucja to mapa O (P) — O2(P) takze jest inwolu-
cja. Zatem z definicji inwolucji na stozkowej otrzymujemy, ze prosta O, Os przechodzi
przez staly punkt, co koriczy dowod.
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Rysunek 25 — Uogolnienie Twierdzenia Sawayamy Thébault’a
O

Uwaga 4.2.3. Punkt I’ (staly punkt prostej O103) jako, ze zalezy od wyboru
prostej na ktorej lezy punkt P nie jest szczegbélnym punktem. Najltatwiej wyznaczyé
go poprzez rozpatrzenie dwoch zdegenrowanych przypadkow: P = ACNti P = ABNt

(gdzie t to prosta po ktorej rusza sie punkt P).
Podziekowania
Autor pragnie podziekowa¢ Konstantemu Smolirze za cenne wskazowki redakcyjne
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