Uwagi do zadania 786
Piotr KUMOR

Uwaga 1.

Jest oczywiste, ze w obu przykladach (z rozwigzania Autora — przyp. red.)
otrzymujemy nieskoriczone ciagi parami réznych (mnogosciowo — jako zbiory)
czwoérek. Ponadto, w przykladzie 2 mamy nieskonczenie wiele czwérek parami
roztacznych. Dokladniej — nie twierdzimy, ze wszystkie one sa parami roztaczne,
ale z pewnoscig istnieje taki nieskonczony podciag. Natomiast czwoérki z przykladu
1 maja wszystkie te wspolna jedynke.

Mozna podaé¢ wiele ( nieskoriczenie wiele ) innych przykladéw. Ich konstrukcja nie
nastrecza trudnoéci, wiec nie warto sie nad tym zatrzymywac.

Duzo trudniejsze, ciekawsze i bardzo naturalne sa zagadnienia wspomniane w
kolejnych uwagach. Mianowicie:

Uwaga 2.

Narzuca si¢ pytanie, czy istnieje czwérka taka, ze wszystkie szes¢ iloczynéw jest
dobrych?

Hipoteza, ze odpowiedZ jest negatywna, jest znana jako: D(—1) quadruple
conjecture.

To wciaz hipoteza, jednak wiele wiadomo na ten temat.

a) Liczba ewentualnych takich czworek jest skoriczona

There are only finitely many D(—1)-quadruples. Moreover, if {a,b, ¢, d} is a
023

D(—1)-quadruple, then max{a,b, c,d} < 1019,

b) Najmniejszy element kazdej takiej czwdrki musi by¢ réwny jeden.

There does not exist a D(—1)-quadruple {a,b,c,d} with 2 <a <b < ¢ <d.

¢) Nie istnieje piatka (quintuple) liczb o tej wlasnosci

There does not exist a D(—1)-quintuple.

Twierdzenia cytowane w b) i ¢) sa udowodnione w pracy Dujella and Fuchs (2005).
Natomiast twierdzenie cytowane w a) pochodzi z pracy Dujella et al. (2007).
(Wykaz literatury na kornicu komentarzy)

Uwaga 3.

Dwie podane wyzej prace, a takze wiele innych o podobnej tematyce mozna
znalez¢ na stronie chorwackiego matematyka Andreja Dujella. Jest on bez
watpienia ekspertem w tych tematach. Andrej Dujella (Zagrzeb). Strona domowa:
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/

Andrej Dujella, publikacje:
https://web.math.pmf.unizg.hr/~duje/papersi.html

Uwaga 4.

Dla danej liczby catkowitej k # 0, oraz liczby calkowitej dodatniej m, zbior m
parami réznych liczb catkowitych dodatnich jest nazywany diofantycznym
m-tuplem typu D(k) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych dwdch réznych jego
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elementow x,y liczba xy + k jest kwadratem liczby catkowitej dodatniej. Powyzej
omawialidmy wylacznie przypadek k = —1 (z tresci zadania 786), czyli problem
D(-1).

Jednak zagadnienie to jest od dawna znane i badane dla dowolnych wartosci k.
Historia tych zmagan jest podana w pracach Andreja Dujella oraz w wielu innych
zrodtach.

Najstawniejszy przypadek, to problem D(1). Jego historia siega starozytnosci
(Diofantos) i dotyczy wielu znakomitych matematykéw (miedzy innymi Fermat).
Inaczej niz w przypadku problemu D(—1), czwérek typu D(1) jest nieskoniczenie
wiele, a wzory parametryczne byly znane juz dawno (XVIII wiek Euler i
wspoélczedni) Jednak twierdzenie, ze nie ma piatki typu D(1) udowodniono calkiem
niedawno: He, Toghé, and Ziegler (2019).

Rozwigzanie i uwagi do zadania 787
Piotr KUMOR

Rozwigzanie.

W punkcie ( I) udowodnimy fakt nieco mocniejszy, zas w punkcie ( IT ) fakt
nieco ogdlniejszy.

(1) Niech min(M) oraz max(M) beda odpowiednio najmniejszym i
najwigkszym elementem zbioru M (zlozonego z liczb catkowitych, jak w
tresci zadania). Niech s bedzie najwigksza liczba naturalna taka, ze
2% < max(M) — min(M) (czyli 2° < max(M) — min(M) < 25F1)
Wéwezas elementy zbioru M mozna ustawié¢ w ciag (z1,...,z,) tak, by
dla kazdej trjki wskaznikéw 4,5, k € {1,...,n}, i < j < k spelniony byl
warunek: Liczba x; + x — 2x; nie dzieli si¢ przez 2° (wiec tym bardziej
nie moze by¢ réwna zero).

(II') W tresci zadania zamienimy stowo ,,catkowitych” stowem ,rzeczywistych”
lub ,,zespolonych” Teza pozostaje wtedy prawdziwa. (podkredlmy, ze w
tresci zadania, nie punktu ( I ) bo oczywiscie nie ma wtedy mowy o
zadnej podzielnosci )

Mozliwe sa tez dalsze uogodlnienia. Pozostaje to takze prawda gdy jest skonczonym
podzbiorem pewnej (dowolnego wymiaru!) przestrzeni liniowej nad cialem liczb
wymiernych.

Dowdd punktu (1)
Udowodnimy najpierw nastepujacy

Lemat. Dla kazdej liczby naturalnej ¢ teza punktu ( I ) jest prawdziwa dla zbioru
M ={0,1,...,2" —1}. Wéwczas s =t — 1.

Dowdd lematu.

Dla ¢t =01t =1 nie ma czego dowodzi¢. Dla t = 2 mamy M = {0, 1,2, 3}.
Przyjmijmy ustawienie: 0, 2, 1, 3. Mamy s = 1, 2° = 2 i teza jest oczywiscie
prawdziwa. Pierwszy i trzeci wyraz kazdej trojki sa bowiem réznej parzystosci.

Dalej stosujemy indukcje wzgledem t.
Zalézmy, ze teza jest prawdziwa dla pewnej liczby naturalnej ¢t > 2.

Niech ag, a1, ..., as_; niech bedzie permutacja 2¢ liczb 0,1,...,2¢ — 1, ktéra
spelnia teze lematu dla tej wartosci ¢.

Wtedy ciag 2!+! liczb 2aq,2a1, . ..,2a9t_1,2a0 + 1,2a1 + 1,...,2a9:_1 + 1 jest
permutacja liczb 0, 1,...,2!"1 — 1, ktéra spelnia teze lematu dla t + 1. (Wtedy
s=1).
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Sprawdzenie tego jest natychmiastowe : Jest to istotnie permutacja 2!+! liczb

0,1,...,21 — 1. Oczywiscie dla kazdej tréjki wskaznikéw
0<i<j<k<2" —1liczba x; + x), — 2z; jest albo nieparzysta, albo réwna
2(a; + ax — 2a;), gdzie a;, a, a; jest podciagiem w permutacji ao, a1, ..., a — 1.

Zatem a; + ap — 2a; nie dzieli si¢ przez 2t=1 (7 zalozenia indukcyjnego), wiec
2(a; + aj, — 2a;) nie dzieli sie przez 2°.

Teza lematu jest wiec prawdziwa dla t 4 1, i dalej przez indukcje dla wszystkich
liczb naturalnych t.

Lemat zostal udowodniony

Niech teraz M bedzie skonczonym zbiorem liczb catkowitych, zas s najwigksza
liczba naturalna taka, ze 2° < max(M) — min(M) (czyli
25 < max(M) — min(M) < 25+1).

Niech M — min(M) oznacza zbiér liczb postaci m — min(M) gdzie m € M. Zbior
M — min(M) oczywiscie jest podzbiorem zbioru {0,1,...,25Tt —1}.

Na podstawie lematu zbiér {0, 1,...,2°Tt — 1} posiada permutacje, ktéra spetnia
teze. Oczywiscie jest to tez permutacja dobra dla zbioru M — min(M) wiec takze
dla zbioru M.

Dowéd punktu ( I ) zostal zakonczony

Dowdéd punktu ( 11 )
Uogo6lnienie na liczby wymierne jest natychmiastowe.

Zalézmy, ze M jest skoriczonym podzbiorem pewnej ustalonej (dowolnej!)
przestrzeni liniowej W nad cialem liczb wymiernych. Poniewaz jest to zbior
skoriczony, wigc wymiar najmniejszej podprzestrzeni liniowej V' (M), ktéra zawiera
zbidr M, tez jest skoriczony (nie wickszy od mocy zbioru M). Nie ma tu znaczenia
wymiar tej duzej przestrzeni W.

Jezeli wymiar V(M) jest réwny jeden (zapisujemy dim V(M) = 1; wszystkie
przestrzenie nad cialem liczb wymiernych) teza zachodzi na podstawie pierwszego
zdania dowodu punktu ( II ).

Dalej stosujemy indukcje wzgledem liczby dim V' (M).

Zalézmy, ze dla pewnej liczby naturalnej n > 1 teza jest prawdziwa dla kazdego
zbioru M takiego, ze dim V(M) < n.

Rozwazmy pewien zbiér M taki, ze dim V(M) = n + 1. Zapiszmy przestrzen
V(M) w postaci sumy prostej: V(M) = Vo @ Vi, gdzie dim Vy = n, dim V; = 1.
Mozna to zrobi¢ na nieskonczenie wiele sposobéw, ustalmy dowolnie jeden z nich.
Kazdy wektor m € M ma jednoznaczne przedstawienie w postaci m = mg + my,
gdzie mg € Vp, my € V7.

Niech My = {mo: m e M}, My = {mi: m € M} (My i M; to rzuty zbioru M
odpowiednio na Vj i V4). Poniewaz My C Vp oraz dim V = n, wiec V(My) C Vp,
czyli dim V (My) < n. Musi tez byé¢ V(M;) = Vi (bo dim V(M) =n + 1).

Na podstawie zalozenia indukcyjnego, elementy zbioru My mozna ustawi¢ w ciag,
ktory nie ma podciggu arytmetycznego.

Jednak pojawia sie tu pewna przeszkoda. Otz nalezaloby moéwié raczej o
multizbiorze My, bowiem rzuty réznych elementéow zbioru M na przestrzen V)
moga by¢ rowne. Jezeli jednak dla pewnych réznych elementéw zbioru M,
powiedzmy dla m i m’ mamy mg = m(, to my # m/} (bo m # m/').

Zatem ustawmy elementy zbioru M w ciag leksykograficznie: najpierw wedlug
wspélrzednej Vy, a gdy te wspolrzedne sa réwne, wedlug wspdlrzednej V.
Oczywiscie na wspolrzednych Vy i V; stosujemy uporzadkowania wolne od ciagdw
arytmetycznych — takie istnieja na podstawie zalozenia indukcyjnego.

Otrzymane ustawienie wektoréw zbioru M jest wolne od ciagéw arytmetycznych.
Gdyby bowiem taki ciag z,y, z sie pojawil, to pewne dwie sposréd wspotrzednych
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Zo, Yo, 20 musza by¢ réwne. Jednak wtedy trzecia tez jest im réwna (bo jesli
wektory u, w, v spelniaja rownanie u + v = 2w i dwa z nich sg réwne, to trzeci tez
jest im réwny). Zatem wspolrzedne x1,y1, 21 sa parami rézne i (z naszej
konstrukeji) nie tworza ciagu arytmetycznego.

Teza zostala wiec udowodniona dla zbioru M.

Przez indukcje jest to wiec prawda dla kazdego skoriczonego podzbioru M
przestrzeni liniowej W.

Dow6d punktu ( IT ) zostal zakonczony

Uwagi.

1) Poniewaz liczby rzeczywiste (takze zespolone) tworza przestrzen liniowa nad
cialem liczb wymiernych, wiec teza punktu ( II ) jest prawdziwa dla skonczonych
zbioréw liczb rzeczywistych (zespolonych).

Mozna jeszcze nieco uogdlnié¢ punkt ( II). Teza pozostaje prawdziwa dla
skonczonych podzbioréw dowolnej grupy, ktore generuja podgrupe przemienng bez
element6w skoriczonego rzedu (czyli abelowa grupe wolna). Taka podgrupa jest
bowiem naturalnie izomorficzna z podzbiorem przestrzeni liniowej nad cialem liczb
wymiernych.

2) Poruszane tu zagadnienia sa bardzo znane.

W wersji dla liczb naturalnych bylo to przedmiotem zadania z III Olimpiady
Informatycznej: Zadanie Permutacje Antyarytmetyczne z zawodéw 3 stopnia
(marzec 1996). Autor zadania: Wojciech Guzicki

Tres¢ i szczegdlowe rozwiazanie dostepne w sprawozdaniu z III OI (zwanym dalej
[OI3]):

https://www.oi.edu.pl/static/attachment/20130309/1995_1.pdf
na stronach 106 — 112.

3) Wazna i wezesna praca o tej tematyce Davis et al. (1977) ( wspomniana w
[ OI 3]) pochodzi z lat 70-tych

http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/aa/aa34/aa3417.pdf

4) Zwrdéémy uwage na znacznie nowsza prace Ardal et al. (2011). Mam te prace na
dysku, wiec na pewno byla ona dostepna ,on line free”. Niestety nie zapisatem
adresu i teraz nie potrafie go odnalezé. Moze jest nieaktualny?

W uwadze 3 (Remark 3) na koncu pracy Ardal et al. (2011) jest podana ciekawa
konstrukcja. Ta sama konstrukcja (lecz ograniczona do skonczonych podzbioréw
liczb naturalnych) wystepuje tez w pracy [ OI 3 ] i jest podstawa efektywnego
algorytmu.

Ponizej opisze te konstrukcje, w nieco innym jezyku.

Niech D oznacza zbiér nieujemnych liczb dwéjkowo wymiernych, to znaczy liczb
postaci 3.2 &k gdzie ¢ € {0,1} oraz 3.7 ¢ < +00. (ostatnia nieréwnogé
znaczy po prostu, ze jedynek jest tylko skoriczenie wiele).

Okreslamy funkcje ¢: D — D wzorem ¢ (ZJFOO c—") =37 e (liczba

—oo 2k —oo 2—k

palindromiczna). Np.: ¢(0) =0, p(1) =1, ¢ (2) = 3.

Odnotujmy dwie oczywiste wlasnosci funkcji .

(a) ¢(p(x)) =z dla wszystkich « € D

(b) Funkcja ¢ jest wiec permutacja (inaczej bijekeja) zbioru D na ten sam zbidr.
Oczywiscie zbiér D zawiera zbiér liczb catkowitych nieujemnych Ny. Zachodzi
tez réwnosé zbiordw p(No) = D N[0,2) ([0,2) oznacza przedzial
domknigto-otwarty).


https://www.oi.edu.pl/static/attachment/20130309/1995_1.pdf
https://www.oi.edu.pl/static/attachment/20130309/1995_1.pdf
http://matwbn.icm.edu.pl/ksiazki/aa/aa34/aa3417.pdf

Okazuje sig, ze funkcja ¢ ma jeszcze jedna ciekawa i kluczowa dla nas wlasnoscé.
Otéz: Dla kazdych trzech elementéw x,y, z zbioru D: jezeli x < y < z, to

o(x) + ¢(2) # 20(y).

Poniewaz funkcja ¢ jest swoja wlasna odwrotnodcia, wiec mozna ujaé to inaczej:
funkcja ¢ nie jest monotoniczna na zadnym ciagu arytmetycznym.

Dowdéd tej wlasnosei funkeji pjest podany w pracy Ardal et al. (2011). W [ OT 3 |
jest mowa co prawda tylko o zbiorach skonczonych, jednak stad tez latwo wynika
owa wlasnos¢ funkeji .

5) Z podanej wyzej wlasnosci funkeji ¢ wynika natychmiast teza zadania 787 (w
wersji oryginalnej, nie tej z punktu ( I ) z podzielno$cia). Wystarczyloby tu nawet
nieco mniej. Jezeli F jest podzbiorem prostej rzeczywistej, ktéry zawiera pewien
nieskoniczony ciag arytmetyczny, za$ funkcja g: E — E jest permutacja (czyli
bijekcja = wzajemnie jednoznaczna) zbioru F, ktéra nie jest monotoniczna na
zadnym ciagu arytmetycznym, to tez daje ona teze zadania 787.

6) Problem polega wiec na odkryciu takiego zbioru E i jego permutacji g. Takimi
sg zbior D i funkcja ¢, oraz pewne oczywiste podzbiory zbioru D niezmiennicze
dla funkcji ¢. Czy sa inne przyklady? Nie znalaztem takich, ani dowodu, ze nie
istnieja. Na pewno zaden podzbidr zbioru liczb catkowitych dodatnich Ny nie jest
dobry. Nie mozna bowiem ustawi¢ wszystkich liczb naturalnych w permutacje
antyarytmetyczna. Fakt ten jest niemal oczywisty i tatwo sprawdzi¢ go ,na
palcach” Odnotujmy jednak jego dowéd podany w pracy Davis et al. (1977).
Dowdd ten jest widoczny na zdjeciu ponizej:

Permutations of the posﬂwe integers. Let A = g a,a,.. be a per-
mutation of the set Z* of positive integers. Denote by &, the Bet of those
A which contain no monotone k-term A.P.

Faor 3.

SGHG

?E’roof Let 4 = Gy Gally ... be a permutation of Z*. If i denotes
the least index for which a‘ > a, then for some j > 4,

a; =20, —a,

and 80 we always have, in fact, an increasing 3-term AP, in 4.

Zbiorem FE nie moze tez by¢ zaden podzbior zbioru wszystkich liczb catkowitych
(dodatnich i ujemnych). Nie mozna bowiem ustawié¢ wszystkich liczb naturalnych
w ,obustronnie nieskoniczony” ciag wolny od ciagéw arytmetycznych. Formalnie:
nie istnieje taka bijekcja zbioru wszystkich liczb catkowitych i zbioru liczb
naturalnych.

Fakt ten jest mniej oczywisty niz poprzedni, ale prawdziwy. Jego dwa rézne
dowody (oba dosé skomplikowane) takze sa podane w pracy Davis et al. (1977) na
stronach 85 — 87.

Czy podobne twierdzenie jest prawdziwe dla zbioru wszystkich (lub tylko
dodatnich) liczb wymiernych ? Dla zbioru wszystkich (lub tylko dodatnich) liczb
rzeczywistych?

Nie mam pojecia.

7) Nie natrafitem na zadne inne twierdzenie o nieskoriczonej permutacji
anty—tréj—arytmetycznej niz wspomniane wyzej. W pracy Davis et al. (1977) jest
podany przyklad permutacji liczb naturalnych anty-piecio-arytmetyczne;j.
Problem istnienia permutacji anty—cztero—arytmetycznej jest tam postawiony jako
problem otwarty, i wyglada na to, ze pozostal takim do dzisiaj. Jest za to podany
przyklad permutacji ,, obustronnie nieskoriczonej” anty—cztero—arytmetycznej.
Fakt 6 dowdd na stronach 87 — 88
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8) O permutacjach nie znalazlem wigcej informacji. Jednak sa dostepne nowe
wyniki, ktére dowodza istnienia odpowiednich uporzadkowan zbioréw. Dla
zbioréw nieskonczonych, to co$ innego niz permutacje. W kazdym razie teraz nie
widze tutaj zwiazkéw. (by¢ moze z powodu mojej ignorancji w tym temacie).

W pracy Ardal et al. (2011) gléwny wynik to

The linear ordering <g of R (defined above) is chaotic.

Note that in Theorem 4.1, R can be replaced by any field of characteristic
0.

Wspomniane sa ciala charakterystyki zero, ale faktycznie dowdd dziala dla
wszystkich przestrzeni liniowych nad ciatem liczb wymiernych. Zacytujmy tu
jeszcze inna, bardzo niedawna prace Karolyi and Komjath (2017). Praca jest
dostepna tutaj http://web.cs.elte.hu/~kope/p70.pdf

9) Z twierdzenia tego wynika natychmiast punkt ( IT ) rozwiazania. Jednak nasz
dowdd jest elementarny ( wlasciwie poruszamy sie wsréd zbioréw skonczonych ), i
stanowi on konieczny krok w dowodzie Theorem 4.1. Kolejne kroki dowodu
Theorem 4.1 nie sa juz elementarne, i korzystaja z takich narzedzi jak lemat
Koéniga oraz pewnik wyboru.

Na tym zakoncze z obawy, ze ciag uwag stanie si¢ nieskoniczony ©.

Uwagi do zadania 796
Piotr KUMOR

Porzuémy zaltozenie, ze m jest liczba parzysta. Prawdziwe sg nastepujace
twierdzenia:

Twierdzenie Zsigmondy; wersja R (réznice)

If a > b > 0 are comprime integer, then for any integer n > 1, there is a
prime number p (called a primitive prime divisor) that divides a™ — b™ and
does not divide a® — b* for any positive integer k < n, with the following
exceptions:

e n=1,a—b=1; then a" — b" = 1 which has no prime divisors

e n =2, a+bapower of two; then any odd prime factor of a — b2 must
be contained in a' — b', which is also even

e n==6,a=2,b=1;then a® —1° =63 = 3% x 7= (a® — b?)?(a® — b3).

Twierdzenie Zsigmondy; wersja S (sumy)

Similarly, a™ + b™ has at least one primitive prime divisor with the eception
23 +13=0.

Dowody obu wersji twierdzenia mozna znalez¢é na przyklad tutaj :

https://math.stackexchange.com/questions/660585/
elementary-proof-of-zsigmondys-theorem

Dowdd dla réznic (wersja R), choé¢ nazywany tutaj (i wielu innych miejscach)
elementarnym, wyraznie wykracza jednak ponad matematyke szkolng i
wolimpijska”. Gdy jednak wersje R mamy juz udowodniona, dowdd wersji S jest
natychmiastowy:
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The proof for the case a™ + b" can be deduced from the case a™ — b".

For any positive integer . > 1 for which 2n does not give an exception on Zsigmondy's theorem,

a®™ — b?™ has a primitive prime divisor p, dividing either g™ — b or @™ + b". However, p can't divide
a™ — b" since then p wouldn't be primitive. Thus we have p | a® + b and p { a®* — p** forall k < n.
This implies p { a* + b* for all k < n, hence the theorem. []

Note that the exception 2% — 1° is reflected in 2° + 1°. The case n — 2 and a + b a power of 2
disappears because we only consider n > 1 here.

Jako zastosowanie twierdzenia Zsigmondy udowodnimy nastepujacy :

Jezeli a>1,b>1, x > 2, z > 2 sa liczbami calkowitymi, spelniajacymi
rownanie

(1) a®+b" = (a+b)?,

to ma miejsce jeden z dwéch przypadkow:

1)a>b,a=2b=1,x =3, z=2 (oraz symetrycznie, gdy b > a)

2) a = b =2F, a liczby catkowite dodatnie k, z, z spetniaja réownoéé kz + 1 =
z(k + 1). Liczba catkowita k > 1 moze by¢ tutaj dowolna, dla ustalonej
liczby k istnieje nieskonczenie wiele par x, z.

Dowéd Faktu:

Jest to niemal natychmiastowa konsekwencja twierdzenia Zsigmondy w wersji S.
Zalézmy bowiem, ze a > b > 1iniech d = NW D(a,b), a = dt, b = dgq,
NWD(t,q) = 1. Oczywiscie musi by¢ x > z, wiec d**(t* 4+ ¢*) = (t + q)*. Jezeli
t=2,q=1oraz d =1, to mamy przypadek 1). Jezeli t =2, ¢ = 1 oraz d > 1, to
musi by¢ d = 3%, s > 1 oraz (na podstawie twierdzenia Zsigmondy w wersji S)
musi by¢ x = 3, wiec z = 2 (bo z > z > 2). To jednak oczywiscie niemozliwe gdy
s > 1. Przypadek t > 3 jest wykluczony przez ponowne zastosowanie twierdzenia
Zsigmondy w wersji S.

Jezeli a = b, to twierdzenia Zsigmondy nie mozna stosowaé, ale wtedy NW D(a,b)
musi by¢ potega dwdjki i natychmiast otrzymujemy przypadek 2).

Fakt zostal wiec udowodniony.

Oczywiscie wynika z niego, ze w warunkach zadania 796 implikacja ,tylko wtedy”
jest prawdziwa réwniez dla nieparzystych wykladnikéw m. (W dowodzie Faktu
wykladnik ten byl oznaczony jako x).

Przytoczony na poczatku rozwiazania dowod przy zalozeniu parzystosci m, to w
istocie dowdd takiej najprostszej (sub)wersji twierdzenia Zsigmondy w wersji S:
mianowicie tylko dla sum x + y oraz ™ + y™ (dla parzystych m).

Nie wiem czy dla m nieparzystych odpowiednia wersje twierdzenia Zsigmondy
mozna udowodnié réwnie prosto?

Natomiast dowdd implikacji ,wtedy” (z zadania 796) jest oczywiscie
natychmiastowy, bez wzgledu na parzystos¢ m. Jezeli bowiem k(m —n) =n — 1,
to réwnanie (*) jest oczywiscie spelnione dla x = y = 2F.

Rozwigzanie i uwagi do zadania 796
Janusz OLSZEWSKI
Rozwiagzanie

Niech z, y beda rozwiazaniami réwnania (1); liczba d niech bedzie najwiekszym
wspélnym dzielnikiem liczb z i y oraz © = da, y = db, gdzie liczby a i b sa
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wzglednie pierwsze. Réwnanie z zadania zapisujemy w postaci

d™ (@™ + b™) = (a + b)". 2)

Poniewaz liczby x, y sa calkowite dodatnie, wiec a,b > 1 oraz a™ + b™ > 2. Czyli,
liczba a™ 4+ 0™ ma dzielnik pierwszy p. Z réwnosci (2) wynika, ze liczba pierwsza
p jest réwniez dzielnikiem liczby a + b, tj. b = —a (mod p). Uwzgledniajac
dodatkowo zalozenie zadania, ze m jest parzyste, otrzymujemy kongruencje

0=ad"4+0"=a"+ (—a)™ =2a™ (mod p).

Jednak liczby a i p sa wzglednie pierwsze! | wiec p | 2, tj. p = 2. Czyli

a™ + b™ = 2t dla pewnej liczby catkowitej dodatniej ¢. Liczby @ i b sg nieparzyste
(jako, ze sa wzglednie pierwsze i 2 = p | a + b), dlatego liczby a™/? i b™/? sy takze
nieparzyste, a ich kwadraty daja przy dzieleniu przez 4 reszte 1. Zatem, gdyby
liczba t byla wieksza niz 1 wéwczas

0=2=a™ +b" = (@™?)?+ ()2 =14+1=2 (mod 4).

Mamy sprzecznos¢. Tak wiec a™ + 0™ = 2, co jest rownowazne temu, ze a = b = 1.
Podstawiajac otrzymane wartosci do réwnosci (2) dostajemy zwiazek

dm—m =271 Zatem d jest potega liczby 2, tj. d = 2% oraz a(m —n) =n — 1,
gdzie a jest liczba calkowita nieujemna (liczba o moze byé réwna zero). Inaczej
moéwiac, jezeli réwnanie (1) ma rozwiazania, to liczba n — 1 dzieli si¢ przez m — n.

Dodatkowo, otrzymujemy potencjalne rozwiazanie: x = da = 2%,y = db = 2.

Latwo sprawdzamy, ze pary (z,y) = (2%,2%), gdzie @ = =L s3 rozwigzaniami

naszego rownania z zadania. Mamy wiec dowdd implikacji w druga strong tj. jezeli
liczba aw = (n — 1)/(m — n) jest calkowita nieujemna, to réwnanie (1) ma
rozwiazanie (jedyne) x = 2% y = 2%,

Uwaga 1.

Pokusimy sie o znalezienie rozwiazan x,y réwnania (1) (danego w zadaniu) dla
m,n > 1.

Bez trudu sprawdzamy trywialne przypadki réwnania (1), gdy n =1 lub m = 1:

v’ gdy n =1, wéwczas dostajemy rownanie 2™ + y™ = x 4y, stad albom =11
wtedy kazda para liczb calkowitych dodatnich (z,y) spelnia nasze réwnanie,
albo m > 1 i wtedy tylko para (z,y) = (1,1) spelnia nasze réwnanie.

v gdy m =1, woéwezas © +y = (z + y)", czyli n = 1 1 wracamy do
poprzedniego juz rozwazanego przypadku.

Zalézmy dalej, ze m jest nieparzyste (przypadek, gdy liczba m jest parzysta
rozwiazano powyzej) oraz m,n > 1. Woéwczas m > n > 1, gdyz
(@+y)" =a™+y™ < (z+y)"

Przyjmijmy oznaczenia jak w powyzszym rozwiazaniu dla m parzystych,
dochodzac do réwnosci

A" (@™ + ™) = (a + b)". 2)

Liczba nieparzysta m jest wieksza od 1, wiec ma dzielnik pierwszy. Wezmy
dowolny (oczywiscie nieparzysty) dzielnik pierwszy p liczby m tj. m = p - r, gdzie r
jest dodatnia liczba nieparzysta. Oznaczmy

c? 4+ dP

c=dad",d=0", A= =P P2 —edPT2 P
c+d

Hiczby a i p sa wzglednie pierwsze, gdyz w przeciwnym razie p | @, co na mocy podzielnosci
p | a + b oznaczaloby, ze p | b, a wiec liczby a i b nie bylyby wzglednie pierwsze
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Liczby ¢ i d sa wzglednie pierwsze (bo a i b sa wzglednie pierwsze). Mozemy takze
zalozy¢, ze ¢ > d (przypadek ¢ < d jest symetryczny).

Jesli liczba A jest réwna 1, to ¢ = d = 1, a wiec réwniez a = b = 1. Powtarzamy
rozumowanie jak dla m parzystych: podstawiajac otrzymane wartoéci do rownosci
(2) dostajemy zwiazek d™ " = 2"~ Zatem d jest potega liczby 2, tj. d = 2% oraz
a(m—n) =n—1, gdzie « jest liczba calkowita nieujemna (liczba o moze by¢
réwna zero). Dodatkowo,dostajemy rozwiazania: x = da = 2%,y = db = 2%. Zatem,
gdy A =1 dostajemy bez trudu dowdd tezy zadania.

Zatézmy dalej, ze A > 1. Liczba A ma wiec dzielnik pierwszy. Zauwazmy, ze
Al? +dP =a™ +b"|(a+b)"|(a” +0")" = (c+d)".

Niech ¢ bedzie dzielnikiem pierwszym liczby A. Na mocy powyzszego ciagu
podzielno$ci dostajemy q‘A‘(c +d)"™, czyli q‘c + d. Stad

0 = A=t P24+ —cdP 2+ P!
Pl () 4 — (=P 4 (e
pcP~t (mod q).

Jednak liczby ¢ i ¢ sa wzglednie pierwsze?, zatem ¢|p, a wiec p = ¢. Inaczej
moéwigce jedynym dzielnikiem pierwszym liczby A jest p. Liczba A jest zatem
potega liczby pierwszej p o wyktadniku naturalnym tj. A = pt, ¢t € N. Ponadto,
poniewaz p = ¢ | ¢ + d, wiec ¢ + d = sp, gdzie s € N. Przy czym liczby ¢ i d sa
wzglednie pierwsze z p, skoro byly wzglednie pierwsze z q.

Stosujac wzér dwumianowy obliczamy

P 4db = [(c+d)—d]1’+dp:pz:(—1)i<7;>( +d)Pid —dP + dP
=0

|
—

— (et} 1 (1) e apia)

i

Il
o

Stad

A= If(ni (f) (c+ AP~ =1t + pdP—! = pf(—l)i (’;) (sp)P~i1d + pdPL

=0 i=0

W otrzymanej sumie kazdy ze skladnikéw (?)(sp)P~*~'d’ jest podzielny przez p?
(bop| () ip|(sp)p~""tdlal<i<p-—2orazp?|(sp)’~!). Stad i z malego
twierdzenia Fermata (dP~! =1 (mod p)) otrzymujemy

pl=A=pd ' =p (mod p?)

Tak wiec p' = p (mod p?). Jest to jednak mozliwe tylko wtedy, gdy t = 1. Czyli
A=p. Jednak dla p > 3, ¢ > dic> 2 réwnos¢ A = p nie zachodzi, gdyz woéwczas

mamy A = Cl;igp > Pl —eP72d > P72 > .

Pozostaje sprawdzié¢ przypadki: p <3 lubc¢=d lub ¢=1.

Kazdy z dw6ch ostatnich przypadkéw prowadzi do tego, ze ¢ = d =1 (bo liczby ¢ i
d sa wzglednie pierwsze i ¢ > d > 1), czylip| c+d=2tj. p =2, co daje
sprzeczno$é z zalozeniem, ze p jest nieparzyste.

Z pierwszego przypadku dostajemy p = 3, gdyz jak pamietamy p jest nieparzysta
liczbg pierwsza. Stad i z réwnoéci A = p otrzymujemy c? — c¢d + d? = 3, czyli

2liczby c i q sa wzglednie pierwsze, gdyz w przeciwnym razie q | ¢, co na mocy podzielnosci
q | ¢ + d oznaczaloby, ze q | d, a wiec liczby ¢ i d nie bylyby wzglednie pierwsze
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(¢ — d)? + cd = 3. Latwo sprawdzamy, ze spoéréd par liczb wzglednie pierwszych ¢
id, gdzie ¢ > d tylko para (¢,d) = (2,1), spelnia te réwnosé. Poniewaz
c=a",d="b", wiecca=2,b=1,r=1oraz m = pr = 3. Podstawiajac otrzymane
wartosci do (2) dostajemy zwiazek d>~" = 372, ktéry przy naszych
ograniczeniach: 3 =m > n > 1, zachodzi jedynie dlan =21id = 1.

Reasumujac, otrzymali$émy nastepujace twierdzenie:

Dane sq liczby catkowite m > n > 1. Rownanie
x’”l + y”L — (x + y)n (1)

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich x,y wtedy i tylko wtedy, gdy
n — 1 dzieli sie przez m — n.

Ponadto,

e jezelim =mn =1, to réwnanie (1) spelnia kazda para liczb calkowitych dodatnich
(2,9).

e jezelim =3 in =2, to rozwigzaniami (x,y) réwnania (1) sq pary (2,1) i (1,2).

e jezeli (m,n) jest parg liczb calkowitych dodatnich réznych od (1,1) i (3,2) oraz
liczba a = (n—1)/(m —n) jest calkowita nieujemna, to réwnanie (1) ma
rozwigzanie (jedyne) x =y = 2%.

e dla pozostalych par m,n > 1 réwnanie (1) nie ma rozwigzarn w liczbach
calkowitych dodatnich (xz,vy).

Uwaga 2.

Najprosciej rozwiazaé zadanie (bez zakladania, ze m jest parzyste) poslugujac sie
nastepujacym wnioskiem z twierdzenia Zsigmondy’ego (Delta 2/2020) :

Jezelia i b (a>b) sq wzglednie pierwszymi liczbami naturalnymi oraz m > 2, to
istnieje dzielnik pierwszy liczby a™ + 0™, ktory nie jest dzielnikiem pierwszym
zadnej z liczb a* + b dla i =1,2,...,m — 1, za wyjgtkiem przypadku, gdy
m=3,a=2b=1.

Udowodnimy twierdzenie wypowiedziane w uwadze 1.

Trywialne przypadki réwnania (1), gdy n =1 lub m = 1, sprawdzamy tak jak w
uwadze 1. Zalézmy dalej, ze n > 1. Wowczas m > n > 1, gdyz
(T+y)" =a™+y™ <(z+y)"

Niech z, y beda rozwiazaniami réwnania (1); liczba d niech bedzie najwiekszym
wspélnym dzielnikiem liczb z i y oraz © = da, y = db, gdzie liczby a i b sa
wzglednie pierwsze. Rownanie (1) zapisujemy w postaci

A" (@™ + b = (a + b)". 2)

o Gdy a =b. Wowczas a = b =1, gdyz liczby a i b sa wzglednie pierwsze.
Podstawiajac te wartosci do (2) otrzymujemy d™ =" = 2"~L. Zatem d jest
potega liczby 2, tj. d = 2% oraz a(m —n) = n — 1, gdzie « jest liczba catkowita
nieujemna (liczba o moze by¢ réwna zero). Dodatkowo, otrzymujemy
potencjalne rozwiazanie: x = da = 2%,y = db = 2°.

n—1
m—n

Latwo sprawdzamy, ze pary (z,y) = (2%,2%), gdzie a =
naszego rownania z zadania.

Sa rozwigzaniami

o Gdy a > b (przypadek a < b jest symetryczny).

Poniewaz liczby x, y sa catkowite dodatnie, wigc a,b > 1 oraz a™ + 0™ > 2.
Czyli, liczba o™ + b™ ma dzielnik pierwszy p. Z réwnosci (2) wynika, ze kazdy
dzielnik pierwszy p liczby a™ + b™ jest réwniez dzielnikiem liczby a + b.
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Poniewaz dodatkowo wiemy, ze m > 2, wiec na mocy wniosku z tw.
Zsigmondy’ego musi by¢ m = 3,a = 2,b = 1. Podstawiajac te wartosci do (2)
otrzymujemy d>~" = 3"~2. Poniewaz m = 3 > n > 1, wiec ostatnia réwnogé
zachodzi tylko dla n = 2 i d = 1 Otrzymujemy potencjalne rozwiazania dla
(m,n) = (3,2) x =da =2,y =db=1. Latwo sprawdzamy, ze gdy
(m,n) = (3,2), woéwczas para (x,y) = (2,1) spelnia nasze réwnanie.

Uwaga 3.

Zobaczmy, co sie stanie jezeli w usuniemy warunek m,n > 1. Czyli zajmiemy sie
rozwiazaniami, gdy liczby m i n sa catkowite. Mamy zadanie:

Dane sq liczby calkowite m,n, przy czym n # 1. Udowodnié, ze réwnanie
"y = (z+y)" (1)

ma rozwigzanie w liczbach catkowitych dodatnich x,y wtedy i tylko wtedy, gdy
n — 1 dzieli sie przez m —n

Ponadto,

e jezelim =n =1, to réwnanie (1) spelnia kazda para liczb calkowitych dodatnich
(z,y).-

e jezelim =3 in =2, to rozwigzaniami (x,y) réwnania (1) sg pary (2,1) i (1,2).

o jezeli (m,n) jest parg liczb calkowitych réinych od (1,1) i (3,2) oraz liczba
a=(n—1)/(m—n) jest calkowita nieujemna, to réwnanie (1) ma rozwigzanie
(jedyne) © =y = 2°.

e dla pozostalych par (m,n) liczb calkowitych réwnanie (1) nie ma rozwigzan w
liczbach calkowitych dodatnich (x,vy).

Dowéd.

Przyjmijmy oznaczenia jak w rozwiazaniu zadania, dochodzac do réwnosci

A" (@™ + ™) = (a + b)". 2)

Rozwazmy dwa przypadki:

o Gdy n <0.
Wéwcezas 2™ + y™ = (x +y)" < z™ + y™, czylim < n < 0.
Oznaczmy my = —m, ny = —n. Ré6wnosé¢ (2) przybiera postaé
(a+0)" (a™ +0™) = (ab)™ d™ ", (2"

Jezeli a lub b ma dzielnik pierwszy p, to na mocy réwnosci (2') oraz tego, ze
mq > 1 liczba pierwsza p dzieli jedna z liczb (a + b)™* lub (a™* + b™1) tj.
pla+blubp|a™ 4+ b™. Kazdy z tych przypadkéw prowadzi do stwierdzenia,
ze liczba pierwsza p dzieli obie liczby a i b, co przeczy temu, ze liczby te sa
wzglednie pierwsze. Tak wigc liczby a i b nie maja dzielnikow pierwszych, czyli
a = b = 1. Podstawiajac otrzymane wartosci do réwnosci (2') dostajemy zwiazek
d™ ™ = 2m+l Zatem d jest potega liczby 2, tj. d = 2% oraz

a(m; —ny) =ny + 1, tj. a(m —n) =n — 1, gdzie a jest liczba catkowita
dodatnia. Inaczej méwiac, jezeli réwnanie (1) ma rozwiazania, to liczba n — 1
dzieli si¢ przez m — n.

Latwo sprawdzamy, ze pary (z,y) = (2%,2%), gdzie a = :sz sa rozwigzaniami
naszego rownania z zadania. Mamy wiec dowdd implikacji w druga strone tj.
jezeli liczba aw = (n — 1)/(m — n) jest naturalna, to réwnanie (1) ma rozwiazanie
(jedyne) x = 2%,y = 2%

o Gdy n > 0.

Wéwcezas dostajemy przypadek juz rozwigzany w zadaniu i w Uwagach 1 i 2.
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Rozwigzanie i uwagi do zadania 798 (b)
Piotr KUMOR

(b) Udowodnimy, ze sa to wiersze, ktérych numery sa potegami dwdjki (o
wykladniku catkowitym dodatnim) i tylko te wiersze.

Niech: (1 +z + 2%)" = Ziio apx® bedzie rozwinieciem wielomianu (1 + z + x2)"

wzgledem poteg zmiennej x. W n—tym wierszu naszego trojkata wystepuja kolejno
liczby ay. Zaczynajac od lewej i numerujac identycznie, czyli od zera do 2n. To tak
zwane ,wspdlezynniki trojmianowe” (trinomial coefficients). Dowodzimy tego

faktu przez natychmiastowa indukcje wzgledem n (i uznajmy to za udowodnione).

Mamy oczywiscie: (14 z +a%)" =31 () (@ + 2?), gdzie jest (}) jest
wspotezynnikiem dwumianowym Newtona.

Niech 0 < k, < n bedzie najmniejsza liczba calkowita k taka, ze liczba (}) jest
nieparzysta. To znaczy liczby (1), (5),--- (" ;) sa parzyste, za$ liczba (," ) jest
nieparzysta.

Wiadomo, ze k, = n wtedy i tylko wtedy, gdy jest potega dwajki.

Jest to fakt ogdlnie znany, z pewnoscia wystapit jako zadanie Austriacko—Polskich
Zawodow Matematycznych.

Dowdd na pewno mozna tez znalezé w tomie 7 Zadan z Olimpiad Matematycznych
(Maciej Bryniski) albo w ksiazce Andrzeja Nowickiego ,,Podréze po Imperium
Liczb”, czesé 11 ,Silnie 1 symbole Newtona”. Ksiazka wydana przez Olsztynska
Wyzsza Szkole Informatyki i Zarzadzania w Olsztynie w roku 2011. Dow6d podany
na stronie 90, punkt 8.1.1 i 8.1.3 (szczegdlny przypadek twierdzenia Glaishera z
roku 1899).

Z véwnosci (1 +a +22)" = S p_o (1) (x + 22)F = 7 arz® jest widoczne, ze
najmniejsza dodatnia wartos¢ k taka, ze liczba ay, jest nieparzysta, jest réwna k.

Jezeli wiec liczba n jest potega dwojki, to k, = n wiec dla dodatnich & mniejszych
od n liczby aj sa parzyste. Dla k wigkszych od n wyglada to symetrycznie, wigc
dokladnie trzy wartosci aj, sa nieparzyste: obie skrajne i sSrodkowa.

Oczywiscie te trzy wartoSci ay zawsze sa nieparzyste (trywialne). Jednak gdy
liczba n nie jest potega dwojki, to wystapia jeszcze co najmniej dwie inne
nieparzyste wartosci ag, mniejsza warto$¢ k jest réwna k,, < n (w tym przypadku).
W tym wierszu jest wiec co najmniej pie¢ liczb nieparzystych.

Teza punktu (b) zostala udowodniona.
Uwagi.

1) Zadanie jest bardzo znane. Dawno temu wystepowalo na rosyjskich (i nie tylko
rosyjskich) olimpiadach matematycznych. Na przyklad ,Kwant” 4/1972 lub
,Zarubieznyje matiematiczieskije olimpiady” Moskwa Nauka 1987 (zad. 1.3).
Chodzi tu raczej o punkt (a), ale punkt (b) tez jest dobrze zbadany.

2) Obszerne informacje znajduja sie w pliku T. Sillke, Odd trinomials, dostepnym
pod adresem:

https://www.math.uni-bielefeld.de/~sillke/PUZZLES/trinomials
w ktorym udowodniono miedzy innymi:

W zadnym wierszu tréjkata (modulo dwa) nie wystepuja cztery kolejne jedynki, co
stanowi znaczne wzmocnienie punktu (a).

Jezeli z(n) oznacza liczbe jedynek w n—tym wierszu, to prawdziwe sa réwnania
rekurencyjne:

z(2n) = z(n), z(An+1) =3z(n), z(4n+3)==z2n+ 1)+ 2z(n).
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Sa one tam udowodnione, a dowdd nie jest nadmiernie trudny. Na podstawie tych
réwnan mozna latwo uzyskaé teze punktu (b) takze w wersji znacznie
wzmocnione;j.

Rozwigzanie zadania 798 (b)
Mikotaj PATER

(b) Rozwazmy ciag liczb a(k,n), gdzie k € Z, n € Z\ Z_, speliajacy réwnania

2n

Vnez\z_Veer(l + 2 + )" = Z a(k,n) - z*,
k=0

Vnezz_Vkez\{0.1,...2nya(k,n) = 0.
Nietrudno wykazaé, ze k-ta liczba w n-tym wierszu trojkatnego diagramu z tresci
zadania jest rowna a(k,n), gdzie k € {0,1,....2n}, n € Z\ Z_.

Dla wielomianéw f(z), g(«) bedziemy pisaé f(x) ~ g(z), jesli wszystkie
wspélezynniki wielomianu f(x) — g(z) sa parzyste oraz f(x), g(x) € Z|x].

Z definicji wynika, ze wielomiany f(x), g(x) spelniajace f(z) ~ g(x) maja réwna
liczbe wspotezynnikéw nieparzystych.

Niech b(n) bedzie liczba liczb nieparzystych w n-tym wierszu. Wykazemy
nastepujace réwnania

(1) Vnezz_b(2n) = b(n),
(2) vnez\z_ b(4n + 1) = 3b(n)7
(3) Ynezvz_ b(dn +3) = b(2n + 1) + 2b(n).
Dowdéd (1). Ze wzoru dwumianowego Newton’a

(I+22+aH" ~ (1422 + 2 + 22+ 22% + 222)" = (1 + = + 22)*".
Oczywidcie wielomiany (1 + 2 + %)™, (1 + 22 + 2%)" posiadaja tyle samo
wspolczynnikéw nieparzystych. O

Dowdd (2). Pod fala jest ,ukryte” jak wyzej dwukrotne zastosowanie dwumianu
Newtona, dalej korzystamy z definicji ciagu.

2n
A+z+aH)" w1 +2? +25H" 1+ 4+27%) = Za(k,n) (gL gty
k=0

Powyzszy wielomian zapisany w postaci sumy ma trzykrotnie wiecej
wspolezynnikéw nieparzystych niz wielomian (1 + z + 22)", poniewaz zbiory

{4k : k€ {0,1,....2n}}, {4k +1:k €{0,1,...,2n}}, {4k + 2 : k € {0,1,....2n}}

nie maja elementéw wspolnych. [
Dowdéd (3). Na poczatek zauwazmy, ze

2n
(1 + .732 + m4)2n+1 ~ (1 + [174 _|_x8)n . (1 + 1,2 + 274) _ Za(k n) . (.734k + 1,4l<:+2 + .774k+4).
k=0

Postepujac podobnie jak wczesniej
(1+x+$2)4n+3N<1+x4+$8)n~(1+x+$3+l‘5-‘r.'L‘6):
2n 2n

Za(k’ﬂl) ) (1;41@ + w4k+6) + Za(kﬂl) ,;L.(l,élk +optkt2 :L,4k+4).
k=0 k=0
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Niebieski wielomian ma dwukrotnie wigcej wspotczynnikow nieparzystych niz
wielomian (1 + z + 22)™, z kolei zielone wielomiany maja ich po tyle samo.
Pozostaje zaobserwowaé, ze wspdtezynniki nieparzyste niebieskiego wielomianu
nigdy nie beda dodawane ze wspélczynnikami nieparzystymi zielonego wielomianu
z powodu rozdziatu wykladnikow poteg przy zmiennej = na roztaczne ciggi. O

Spéjrzmy ponownie na nasz tréjkat (mod 2). Jest on symetryczny wzgledem
swojej ,wysokosci”. Wobec tego kazda liczba na pozycji roéwnej liczbie porzadkowej
danego niezerowego wiersza (czyli lezaca na wysokosci) jest réwna 1, bo stoi nad
nig jedynka i dwie réwne liczby obok. Kazdy niezerowy wiersz ma jeszcze dwie
jedynki na swoich krancach. To dowodzi

vn€Z+b(n) 2 3.

Stad
Vnez, b(4n+1) > 9 > 3,
Vnezyz_b(4n +3) > b(2n + 1) > 3.
To daje
(4) Voez, b(2n+1) > 3.

Jezeli liczba catkowita m € Z, moze by¢ zapisana w postaci
m =22 p  gdzie pe Zy\{1,2} A2[p+1,
to na mocy (1) oraz (4) otrzymamy
b(m) = b(zvﬂm) -p) = b(p) > 3.
Pamietajac o b(0) = 1 wykazali$my, ze jedyne liczby n, dla ktérych b(n) = 3, moga

by¢ postaci 2%, gdzie s € Z \ Z_. Pozostaje zauwazy¢, ze b(1) = 3, wiec réwnanie
(1) potwierdza, ze jest to réwniez warunek wystarczajacy. Podsumowujac

Vnez\z_ (b(n) =3 depz_n= 28)-
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