Liczba rzeczywista jest algebraiczna,
gdy jest pierwiastkiem wielomianu
o wspolczynnikach calkowitych.
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Rozwigzanie zadania M 1666.

Istnieje. Rozpatrzmy trojkat rownoboczny
ACE oraz taki trapez ABDC, ze

XEAB = xDEA = 72° oraz

AD = BE = AFE (patrz rysunek).

C

A i E
Wtedy tez XADE = ¥xDEA = 72° oraz
XEAD = 180° — 72° — 72° = 36°. Zatem
¥BDA = ¥xEAD = 36° oraz
*xDAB = 72° — 36°, wiec AB = BD.
Latwo zauwazyé, ze pieciokat wypuktly
ABCDE spelnia warunki zadania.

O przyblizaniu utamkami
Wojciech CZERWINSKI

Jak dobrze mozna przyblizy¢ utamkami liczbe rzeczywista, na przyklad
liczbe w7 Wiekszo$¢ Czytelnikéw zapewne wie, ze mozna znalezé utamki (lub
inaczej méwiac liczby wymierne) dowolnie bliskie liczbie 7. Takie coraz lepiej
przyblizajace ulamki to na przyktad: %, :1)’—(1), %, %, fé‘éé% itd. Nietrudno
zauwazy¢, ze tak samo mozna latwo przyblizy¢ liczbe v/2, ¥/7, e i dowolna
inng liczbe rzeczywista. Te wlasno$é liczb wymiernych nazywa sie gestoscig.
Istotnie, oznacza ona, ze liczby wymierne sg tak gesto rozlozone wsréd
rzeczywistych, ze wszedzie ich pelno — dowolng liczbe rzeczywista mozna
dowolnie dobrze przyblizy¢.

Co jednak sie¢ stanie, jesli zapytamy o przyblizanie utamkami o mianownikach
ograniczonych przez pewng liczbe? Przyktadowo — jak dobrze mozna
przyblizy¢ liczbe m przez utamki o mianowniku co najwyzej 10007 Czy da

sie to zrobi¢ z dokladnoscia lepsza niz ﬁ? Okazuje sie, ze tak! Znajdzie

sie wérdd nich taki, ktéry przybliza m z doktadnoécia do Wlo()()' Jednak

w og6lnosci nie da sie tego zrobié o wiele lepiej, o czym za chwile. Co wiecej,
ta galaZz matematyki jest intensywnie badana, zawiera wiele glebokich
rezultatow i jeszcze wiecej od lat otwartych probleméw. Wiaze sie tez
zadziwiajaco z wieloma pozornie niezwigzanymi dziedzinami. Ja osobiscie
trafilem na nia poprzez moje badania naukowe dotyczace problemu dodawania
wektoréw, ktore opisywatem w All. Ten kierunek naprowadzil mnie na
rozwazania nad liniowymi ciaggami rekurencyjnymi, czyli ciagami bedacymi

w pewnym sensie uogélnieniem stawnego ciagu Fibonacciego. Okazuje sie,

ze niektore problemy dla liniowych ciagéw rekurencyjnych wiaza sie¢ mocno

z przyblizaniem liczb rzeczywistych liczbami pewnej specyficznej postaci
(konkretnie liczbami algebraicznymi, ktére mozna uznaé za uogdlnienie
utamkéw).

Wréémy jednak do tematu. Powyzej wspomniatem, ze liczbe m mozna
przyblizy¢ z doktadnoscia do m utamkiem o mianowniku wynoszacym
co najwyzej 1000. Jest to przypadek szczegdlny twierdzenia Dirichleta

o aproksymacji, ktére sformutujemy w nastepujacej wersji:

Twierdzenie 1 (Dirichleta). Dla dowolnej liczby rzeczywistej dodatniej
x € Rt oraz liczby naturalnej N € N istniejq takie liczby naturalne p,q € N,
zeq< N 0mz|:1:—§|<qiN.

Ro6wnie dobrze moglibyémy sformutowaé to twierdzenie dla dowolnej liczby
rzeczywistej (niekoniecznie dodatniej), ale wtedy musielibySmy braé pod
uwage p, q € Z, ktére moga by¢ ujemne. Stad dla uproszczenia kwestii
technicznych skupimy si¢ na liczbach dodatnich. Dowdd jest wyjatkowo prosty
i korzysta z zasady szufladkowej Dirichleta, ktéra byla wtasnie przez Petera
Dirichleta spopularyzowana, i stad jej polska nazwa (po angielsku nazywa sie
pigeonhole principle, gdzie pigeonhole oznacza przegrodke na dokumenty).

Dowdéd. Oczywiscie nieréwnosé |z — §| < qiN jest réwnowazna tej samej
nieréwnosci pomnozonej stronami przez g, czyli [z — p| < % Skupimy sie na
dowodzeniu tej ostatniej. A zatem tak naprawde chcemy pokazadé, ze istnieje
taka wielokrotnosé qx liczby x, gdzie ¢ < N, ze gx jest odlegte od liczby
calkowitej nie wiecej niz o % Rozwazmy liczby 0, x, 2z,3x,..., (N — 1)z, Nz

i ich czedci utamkowe. Tych czedci utamkowych jest n + 1 1 wszystkie naleza
do przedziatu [0, 1), wiec z zasady szufladkowej Dirichleta pewne dwie z nich
wpadna do tego samego sposréd N przedzialéw |0, %), [%, %), cee [%, 1).
Jesli czescei utamkowe iz oraz jr wpadaja do tego samego przedziatu dla
pewnych 4,5 € {0,..., N}, i < j, to mamy —% <(j—-dx—-p< %, a co za tym
idzie |(j — )z —p| < % dla pewnej liczby p € N. Kladac g = j — 4, koniczymy
dowdd. O
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Rozwigzanie zadania F 1019.

Postaé zaleznosci czestosci drgan struny
od jej masy, dlugosci i naciggu najltatwiej
znalezé, postugujac si¢ analizg
wymiarows. Przyjmujmny, ze:

fox1mPF7,

gdzie symbol « oznacza proporcjonalnosé.

Wymiar wyrazenia po prawej stronie
proporcjonalnosci musi by¢ réwny
wymiarowi czestosci, [f] = Hz = s~ !
symbol [.] oznacza tu ,pobranie”
wymiaru wielkos$ci w nawiasie
kwadratowym. Wypiszmy wymiary
wielkosci po prawej stronie: [I] = 1 m,
[m]=1kg, [F]=1N= kg -m-s 2.
Kazda z jednostek, po obu stronach
proporcjonalnosci, musi wystepowaé w tej
samej potgdéc Warunek ten prowadzi do
uktadu réwnan:

—2y = —1,
s9+“/:o:
a+v = 0.

Jedynym rozwigzaniem tego uktadu sa:
= % Otrzymujemy

Fl
focy/ —-

m
Jak wida¢, wlasciwosci materiatu,
z jakiego wykonana jest struna, nie maja
znaczenia dla wysokosci jej tonu
podstawowego. Rodzaj materialu ma
natomiast wplyw na barwe dzwigku
(proporcje natezen wyzszych sktadowych)
i komfort gry palcami, np. na gitarze. Ma
takze wplyw na sil¢ naciggu dla tego
samego tonu — stal wymaga wigkszej sily
niz nylon i stad struny nylonowe montuje
sig¢ czesto do starych instrumentéw.

Zauwazmy, ze powyzszy dowdd jest niekonstruktywny w tym sensie, ze

nie bardzo widaé, jak znalez¢ utamek przyblizajacy 7 z doktadnoscig

do m inaczej niz naiwnie. Mozna oczywiscie przeglada¢ wszystkie
wielokrotnosci 7, tzn. 7, 27, 37, ..., 10007, i badaé ich czesci utamkowe badz
tez przegladaé wszystkie mozliwe utamki o mianownikach ograniczonych przez
1000, ale te sposoby sa malo efektywne. Okazuje sie jednak, ze ma miejsce
bardzo ciekawy fakt: najlepsze takie przyblizenia uzyskujemy, rozwijajac
przyblizana liczbe w utamek lanicuchowy. O tym fenomenie pisalismy w AT,
tutaj niestety nie ma miejsca, zeby choé¢ pokrétce wyjasénié, skad sie to

bierze. Niemniej jednak bardzo zachecam Czytelnikéw do zglebienia tego
zaskakujacego faktu. Jako ciekawostke mozemy pokazaé, jak korzystajac

z utamkéw tancuchowych, znalezé dobre przyblizenie liczby 7. Najwicksza
liczba naturalna przyblizajaca m od dotu jest 3, wigc nasz utamek bedzie
postaci 3+ 1, natomiast m = 3 + (7 — 3). Warto zatem zrozumieé ile wynosi
— 3, aby WlGleGC co ma przybliza¢ z. Latwo sprawdzm ze —— = 7,062, wiec
warto wziaé x = 7. Wowczas ulamek tancuchowy 3 + 7 =2 3,14285 e
dos$é¢ dobrze przybliza 7, ale mozemy i8¢ dalej. Niech wiec x = 7 + %,

juz
woéwcezas

nasze przyblizenie bedzie postaci 3 + ﬁ! Zeby zobaczyé, co ma przyblizaé y,
Y

obliczmy, ze —+— = 15,9966. A zatem $wietnym przyblizeniem 7 powinno
T3~
by¢ 3 + ﬁf =3+ 106 = % ~ 3,1415094 ... Idac tym tropem, uzyskaliby$my

nastepne przyblizenie réwne ?gg 3,141592920. .. To juz ostatnie przyblizenie

o mianowniku mniejszym niz 1000 i faktycznie, jak widzimy, przybliza ono 7«
z doktadnoécia do m. Potem oczywiscie dostaliby$my jeszcze lepsze
przyblizenia 7, ale tu sie zatrzymajmy.

Zauwazmy, ze twierdzenie Dirichleta tatwo implikuje nastepujacy wniosek:

Whiosek. Dla kazdej niewymiernej liczby rzeczywistej dodatniej x € R istnieje
nieskoriczenie wiele takich ulamkéw £, ze |v — L| < q%

Istotnie, wyobrazmy sobie, ze mamy juz skonczenie wiele takich przyblizen,

i chcemy znalez¢ kolejne. Poniewaz liczba x jest niewymierna, to kazde
przyblizenie ma pewien blad, istnieje wiec tez najlepsze dotychczas znalezione
przyblizenie. Niech najlepsze z dotychczasowych przyblizen bedzie gorsze

niz i dla pewnego N. Z twierdzenia Dirichleta otrzymujemy, ze istnieje

taki ulamek p dla g < N, ze |z — p| < N < 2 ~> & wige wige utamek ten nie

jest zadnym z dotychczasowych. Ponadto 1/(¢N) < 1/¢?, zatem faktycznie
dostajemy nowe przyblizenie. Kontynuujac w ten sposéb, mozemy ich dostac
nieskonczenie wiele.

Bardzo naturalne jest pytanie, czy we wniosku nie datoby sie poprawi¢
liczby 2 w wykladniku. Moze mozna uzyskiwaé przyblizenia z doktadnoscia
do q%,, albo przynajmniej do # dla pewnego € > 0. Okazuje sie jednak, ze
nie, ze liczba 2 jest optymalna, i stosunkowo tatwo to pokazaé. Rozwazmy
wykladnik C' € R i przyblizanie liczb « € [0, 1]. Zobaczmy, ile liczb moze

byé przyblizonych utamkiem E z dokladnoscig do =. Beda to utamki

w przedziale [f — %, Z + 3 . Takich
ulamkoéw o mlanowmku q W przedziale [0, 1] jest co najwyzej ¢ + 1, a wiec
dtugosé przedziatéw liczb przybliZanych dobrze (z doktadnoscia do q%) przez
. Jedli kazda liczba
niewymierna z przedziatu [0, 1] mlalaby byc dobrze przyblizona nieskoniczenie
wiele razy, to suma dlugosci przedzialéw dobrze przyblizanych przez utamki
o mianowniku ¢ przesumowana po wszystkich mozliwych ¢ € N musialaby
by¢ nieskonczona. Mamy jednak Z;il qg%l < oo dla C > 2, co pokazuje, ze
nie kazda liczba rzeczywista da sie¢ dobrze przybliza¢ utamkami, gdzie przez
dobrze rozumiemy przyblizenie z doktadnoscig do q% dla C' > 2.

L ] a wiec w przedmale o dtugosci 2

te utamki to co najwyzej 2(q + 1) o < < 4q= o = qc4—

Mozna jednak powiedzie¢: zgoda, nie kazda liczba da sie dobrze przyblizy¢
dla C' > 2, ale jednak pewne liczby dadza si¢ dobrze przyblizy¢. Przyktadowo
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Rozwigzanie zadania F 1020.
Jedli orbita pozostaje przez caly czas
bardzo bliska orbicie kotowej, to znaczy,
ze w kazdym punkcie toru promien
wodzacy jest z dobrym przyblizeniem
prostopadly do chwilowej predkosci v
satelity, i mozemy rozpatrywac
réwnowage sil jak dla orbity kolowej
(sita F jest bardzo mala w poréwaniu
z silyg grawitacji). Niech satelita ma
mase m. Oznaczmy iloczyn stalej
grawitacyjnej G i masy Ziemi M jako
v = GM. Dla orbity kolowej zachodzi
zwigzek:

ym

777.7J2

,,,2 r

Otrzymujemy zaleznosé:

v
v = -
‘.

Energia catkowita wynosi:

. mu? ym ym
T2 ro 2r
Energia catkowita maleje pod wplywem
dziatania sity F = —A v z szybkoscia,
réwng mocy F -v = —A v+l
dE ym dr A 0% (at1)/2
dt — 2r2dt r ’

Ostatecznie szukana predko$é zmiany
odleglosci od Ziemi wynosi:

dr A o )
- = 72ir\/(071)/2,’,(37u)/2'
dt m

Dla a = 3 predkosé zblizania si¢ do Ziemi

bytaby stata. Nalezy jednak pamietac, ze
wraz ze zmniejszaniem sie r rosnie gestosé
atmosfery, a wigc nawet przy zachowaniu
postaci zaleznosci F' od v powinni$émy do
naszego modelu wprowadzié¢ zaleznosé
wspoétezynnika A od r.

Bardzo polecam blog Terrenca Tao,

w szczegblnosci jego porady dotyczace
kariery matematycznej na réznych
poziomach zaawansowania (zaczynajac od
szkoly podstawowej):
terrytao.wordpress.com/career-advice/

liczby wymierne przyblizane sa idealnie przez liczby wymierne (liczba
przybliza idealnie sama siebie). Wiadomo tez, ze istnieja liczby niewymierne,
ktére sa bardzo dobrze przyblizane liczbami wymiernymi. W 1840 roku
francuski matematyk Joseph Liouville’a podal prosty przyktad takiej liczby,
zwanej teraz stala Liouvilla. Zdefiniowal on

oo
L= 10" =0,11000100000000. ..

n=1
W liczbie L, w rozwinigciu dziesietnym jedynki stoja na pozycjach 1! =1,
21 =2 31 =6, 4! = 24 itd. po przecinku. Nietrudno zauwazyé, ze dla
dowolnej liczby naturalnej k € N, gdy wezmiemy m = k! i obetniemy
rozwiniecie L na m-tej cyfrze po przecinku (ktéra to jest jedynka), to potem
nastepuje (k+ 1) — k!l —1 =k - k! — 1 zer. A zatem to obciecie jest bardzo
dobrym przyblizeniem L, ulamkiem o mianowniku 10™ przyblizajacym L
z doktadnoscia przynajmniej (m%)k. Widaé¢ wiec, ze L moze by¢ przyblizone
z dokladnoscia do q% dla dowolnego k € N nieskoniczenie wiele razy (obcieciem
po k-tej jedynce, (k+1)-szej jedynce, (k+2)-giej jedynce itd.). Co ciekawe,
w 1844 roku Liouville wykazal, korzystajac wlasnie z wtasnosci dobrego
przyblizania, ze L jest liczba przestepna (inaczej niealgebraiczna), czyli nie
jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach catkowitych (jak np.
T czy @) Byla to w ogéle pierwsza liczba, dla ktérej udato sie wykazac,
ze jest przestepna.

Jak wiele wiec jest takich liczb i jaka maja one postaé¢? Tu zaczynaja sie
schody. Okazuje sie, ze prawda jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2 (Thue-Siegel-Roth). Dla kazdej niewymiernej liczby
algebraicznej x oraz kazdego € > 0 istnieje tylko skonczenie wiele par p,q € N
takich, ze |z — B| < #.

Zauwazmy, ze twierdzenie to w szczegdlnosci implikuje, ze liczba L jest
przestepna. Jego historia jest bardzo dtuga. W 1909 roku udowodnit je

Axel Thue, przy czym zamiast wykladnika 2 4+ ¢ byl wykladnik d/2 + 1 +e.
Tutaj d to stopien liczby algebraicznej, czyli minimalny stopien wielomianu

o wspdélczynnikach catkowitych takiego, ze dana liczba algebraiczna jest jego
pierwiastkiem. Przykladowo stopiefi liczby /13 to 5, bo jest pierwiastkiem
2% — 13 (a innego takiego wielomianu o mniejszym stopniu nie ma), a stopieni
liczby ¢ = @ to 2, bo jest ona pierwiastkiem 2 — x — 1. Nastepnie Carl
Ludwig Siegel poprawil wyktadnik do 2v/d + ¢, Freeman Dyson do v/2d 4 ¢
w 1947 roku, az w koncu brytyjski matematyk Klaus Roth udowodnit je

w roku 1955 w ostatecznej formie dla wykladnika 2 + €. Wlaénie za ten wynik
Roth otrzymal najwyzsze mozliwe odznaczenie matematyczne, w 1958 roku
uhonorowano go Medalem Fieldsa. Techniki, ktérych uzywano, to rozwazanie
wielomianéw wielu zmiennych (liczba zmiennych zalezy od €). Niestety

w Delcie jest zdecydowanie za malo miejsca, zeby je przedstawic.

O przyblizaniu liczb rzeczywistych utamkami albo, co tez ciekawe, liczbami
algebraicznymi mozna powiedzieé¢ jeszcze bardzo wiele. Stoi za ta dziedzina
gleboka matematyka, a wiele kwestii wciaz jest niezrozumianych. Przyktadowo
za twierdzenie Bakera, ktore méwi o pewnego rodzaju przyblizaniu liczbami
algebraicznymi, przyznano w 1970 roku Medal Fieldsa. Dzigki temu
twierdzeniu mozemy udowodnié¢ tak naturalny fakt, jak to, ze rownanie

2% — 3¥ = 2021 ma tylko skoniczenie wiele rozwiazan (i liczby 2, 3 oraz 2021
nie sa tu w niczym szczegolne, oprocz tego, ze proste liczenie modulo nie
ogranicza rozwigzan). Ja osobiscie nie wiem, jak i czy mozna to wykazaé

bez twierdzenia Bakera, by¢ moze Czytelnicy znajda alternatywne
rozwigzanie. O szacowaniu réznicy |2* — 3Y| oraz twierdzeniu Bakera
ciekawie pisze na swoim blogu Terrence Tao, przez wielu uznany za aktualnie
najlepszego matematyka na Swiecie: terrytao.wordpress.com/2011/08/21/
hilberts-seventh-problem-and-powers-of-2-and-3/. Tego typu
rozwazania to jednak temat na zupelnie inng opowiesé.
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