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Gdyby historyjka miata miejsce

w Australii, to zwolennicy g mogliby
si¢ powolaé¢ na metode pojedynczego
glosu przechodniego, wykorzystywana,

w tym kraju w wyborach do Senatu.
Wedlug tej metody glosowanie powinno
by¢ wieloturowe, przy czym za kazdym
razem powinna odpadaé opcja wskazana
najrzadziej na pierwszym miejscu, a glosy
na nig oddane powinny przechodzi¢ na
naste¢pna opcje w rankingu preferencji.
W tym przypadku réwniez zwycigzca
okazalaby sie restauracja wegariska.

Tak naprawde¢ metody znane pod
nazwiskami Bordy i Condorceta wymyslit
juz w 1299 roku majorkanski teolog
Ramon Llull, jednak jego manuskrypty
na ten temat zostaly odkryte dopiero

w 2001 roku.

Jak liczy¢ glosy?
Grzegorz PIERCZYNSKI*

Wyobrazmy sobie grupe studentéw, ktérzy po pandemii wreszcie mieli okazje
si¢ pozna¢ na zywo i zeby si¢ zintegrowaé, postanowili zorganizowaé wspélne
wyjécie na obiad. Szybko sie jednak okazalo, ze podjecie decyzji, gdzie sie udac,
jest znacznie trudniejsze, niz wydawalo si¢ na poczatku — rézne osoby maja
zupekie rézne oczekiwania i preferencje dotyczace miejsca. Catkiem spora
grupa zaproponowala pobliski fast food (oznaczmy go jako W) — przeciw
czemu glo$no zaprotestowala wiekszos¢ studentéw, dla ktorej wazne jest zdrowe
odzywianie. Spo$rdd nich wielu jest wegetarianami lub weganami, wiec ci
zaproponowali swoja ulubiona restauracje, serwujaca wylacznie dania weganskie
(£J), co jednak wzbudzilo nieche¢ oséb majacych ochote na migsny posilek.
Inne zgloszone propozycje to dwie wloskie restauracje (£ i €%) i nale$nikarnia

(&=).

— Skoro nie mozemy si¢ porozumieé, to zrébmy gltosowanie! Podejmijmy decyzje
demokratycznie! — rozlegly si¢ gltosy po dluzszej chwili jalowych przekrzykiwan.
Kazdy student przedstawil swoj ranking preferencji, szeregujac dostepne opcje
od najlepszej do najgorszej. Wyniki okazaly sie nastepujace:
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Jednak zupelnie nie rozwiazalo to konfliktu. Zwolennicy @ natychmiast oglosili
swoje zwyciestwo — w koncu patrzac na najbardziej preferowana opcje, widaé, ze
zdobyli najwiecej gloséw! Zwolennicy (7 natomiast stwierdzili, ze ¥ zdobyt
mniej niz 50% gloséw, wiec — podobnie jak w przypadku wyboréw prezydenckich
— powinna si¢ odby¢ druga tura glosowania, do ktorej weszltyby dwie opcje
wystepujace najczesciej na pierwszym miejscu. Przy takiej metodzie to £/
okazalaby sie zwyciezca, pokonujac W w drugiej turze stosunkiem gloséw 9 : 6.

Problem, na ktéry natrafili studenci, zostal juz w przeszlosci zauwazony przez
filozoféw i matematykéw zajmujacych sie teorig wyboru spotecznego. Wielu

z nich zwrécilo uwage, ze w sytuacji braku wyraznej wiekszosci powinno nas
interesowaé wybranie opcji najbardziej kompromisowej. W naszym przypadku na
oko takimi opcjami sa i &=7. Jednak czy da sie jednoznacznie rozstrzygnac,
ktora z nich jest lepsza? Jak mozna zdefiniowaé ,,kompromisowy wybér”

w ogblnej sytuacji? Dwoch matematykow francuskich zyjacych w XVIII wieku —
Nicolas de Condorcet i Jean-Charles de Borda — udzielilo zupelnie réznych
odpowiedzi na to pytanie.

Postepujac zgodnie z metoda zaproponowang przez Borde, oznaczamy liczbe
dostepnych opcji przez m i od kazdego wyborcy kazdej opcji przydzielamy

m — i punktéw za pojawienie sie na i-tej pozycji w jego rankingu (czyli np. od
wyborcy z preferencjami i - A - &5 - g1 - £/ opcje w jego rankingu
dostaja kolejno 4, 3, 2, 1 1 0 punktéw). Zwyciezca powinna by¢ ta opcja, ktéra
sumarycznie otrzymata najwiecej punktow. Wyniki uzyskane ta metoda sa
nastepujace:

| o | & | &= | g
24 | 41 | 26 | 35 | 24

Wygrywa zatem /.

Borda przedstawil réwniez alternatywna definicje swojej metody. Wyobrazmy
sobie, ze rozgrywamy pojedynki ,,jeden na jeden” miedzy wszystkimi parami
opcji. Niech Pref(A, B) oznacza liczbe wyborcéw preferujacych opcje A nad B.
Wtedy liczba punktéw dla kazdej opcji A wynosi EB¢A Pref(A, B). Mozemy to
zilustrowa¢ w formie grafu:
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Jedyny powdd, dla ktérego metoda Bordy
wybiera A, wynika ze zgloszenia drugiej
wloskiej restauracji €%, ktéra jest jej
»gorszym klonem” — kazdy glosujacy woli
bardziej niz €5, co sztucznie zawyza
wynik punktowy (gdyby nie obecnosé
€5, zwyciezca bylaby g=). Cickawe

w takim razie, kto w ogdle zaproponowat
opcje €57 Czyzby zwolennik A7

Dzi$ ta metoda jest czgsto nazywana
metoda Copelanda, na cze$¢ matematyka
amerykanskiego, ktéry odkryt ja
niezaleznie w 1951 roku. Jednak
Condorcet (gdyby zyl) nie powinien mieé
o to pretensji, gdyz jak napisaliSmy
wczedniej, i tak wlasciwszg nazwa bytaby
,metoda Llulla”.

*Za kazdym razem, gdy bez dalszego
komentarza méwimy, ze metoda wyborcza
wybiera jakiego$ kandydata, mamy na
mysli to, ze jest on w gronie zwycigzcow —
nawet jesli remisuje z innymi
kandydatami.

Dowdéd opiera si¢ na pracy:

F. Brandt, C. Geist and D. Peters.
Optimal bounds for the no-show paradox
via SAT solving. Mathematical Social
Sciences 90 (2017): 18-27.
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Prosty rachunek pokazuje, ze w naszym przykladzie rzeczywiscie obydwie
definicje sa réwnowazne — udowodnienie tego w ogdlnym przypadku
pozostawiamy Dociekliwemu Czytelnikowi jako ¢wiczenie.

Metoda Bordy, choé¢ zostala przyjeta m.in. przez Francuska Akademie Nauk
do wyboru nowych czltonkéw, spotkala sie z krytyka markiza de Condorceta.
Zgodnie z jego opinig w naszej sytuacji wygra¢ powinna £25. Zauwazmy, ze

w rozwazanym grafie pojedynkow g£=2 wygrywa pojedynek z (zatem jesli
studenci zdecyduja sie na £, to wigkszo$¢ bedzie wolala zmienié¢ decyzje na
&= ). Mozemy nawet powiedzieé¢ co$ wiecej: £22 wygrywa pojedynek z kazda
inng opcja!

Nicolas de Condorcet stwierdzil, ze to wlasnie opcja wygrywajaca pojedynek

z kazdym przeciwnikiem jest najlepszym wyborem (dlatego taka opcje nazywa
sie zwyciezeq condorcetowskim). Czy jednak zawsze taka opcja musi istnieé?

Wyobrazmy sobie wybory, w ktérych startuje 3 kandydatéw, A, B, C, i mamy
3 wyborcéw o nastepujacych preferencjach:

A B> C,

B-=C*A,

C>A>B.

Okazuje sie, ze A wygrywa pojedynek z B, B wygrywa z C'... a jednoczeénie
C wygrywa z Al Zwyciezca condorcetowski moze zatem nie istnie¢ — ten fakt
nazywany jest paradoksem condorcetowskim.

Jak sobie mozna z tym poradzi¢? Metoda zaproponowana przez Condorceta
zaktadata wybor kandydata, ktéry wygral najwiecej pojedynkéow. W powyzszym
przykladzie nalezy wiec uznaé, ze mamy remis miedzy kandydatami A, B, C.
Istniejg tez inne, bardziej skomplikowane metody, ktére zawsze wybieraja
zwyciezce condorcetowskiego (jako unikalnego zwyciezcee), gdy istnieje — nazywa
sie je ogdlnie metodami condorcetowskimi.

Czyj zatem pomyst jest lepszy, Bordy czy Condorceta? Nie jest to oczywiste —
nie ma metody wyborczej, ktora bylaby wolna od rozmaitych paradokséw.
Przedstawiona dotychczas intuicja raczej sugerowataby wyzszosé metod
condorcetowskich, wiec na zakonczenie, dla rownowagi, podamy argument
przeciwko nim.

Rozwazmy metode wyborcza W i dowolny uktad gloséw, dla ktorego ta

metoda wybiera* kandydata A, ale nie wybiera B. Metoda WV spelnia aksjomat
uczestnictwa, jezeli po dodaniu glosu, w ktéorym A > B, albo po usunieciu glosu,
w ktérym B > A, metoda nie wybierze B. Intuicyjnie oznacza to, ze wyborcy
nigdy nie moga sobie ,,zaszkodzi¢” poprzez uczestnictwo w wyborach — co
wydaje si¢ racjonalnym oczekiwaniem. Dla reguty Bordy jest to w oczywisty
sposéb spelnione: dodajac nowy glos, uzyskuje sie wzrost réznicy w liczbie
punktéw miedzy zwycieskim A a kazdym mniej preferowanym kandydatem B.
Nie jest to jednak prawda dla zadnej metody condorcetowskiej, co pokazemy

w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 1. Zadna metoda condorcetowska nie spelnia aksjomatu
uczestnictwa.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze taka metoda wyborcza W istnieje. Rozwazmy
nastepujacy uktad 10 gloséw Ij:
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2 glosy: A-B>D>C,
3 glosy: B>D>C > A,
3 glosy: C-A>=B»D,
2 glosy: D>C>As>B.

Przypus$émy, ze metoda W wybiera A lub B. Mozemy to zrobié bez straty
ogolnoéci ze wzgledu na symetrie: zamieniajac etykietami Az D i B z C,
otrzymamy identyczny uklad gloséw. Teraz rozwazmy ukiad I, otrzymany z Iy
przez dodanie 2 dodatkowych gloséw, dopisanych na poczatku:

2 glosy: A= B>C»> D,
2 glosy: A>=B> D> C,
3 glosy: B>=D>C» A,
3 glosy: C>A>B>D,
2 glosy: D>C>A>B.

Jesli metoda W w Iy wybiera A lub B, to w I, z aksjomatu uczestnictwa,
tez wybiera A lub B — pokazemy, ze obydwie te mozliwo$ci prowadza do
sprzecznosci.

Przypusémy, ze metoda W w I; wybiera A. Wtedy rozpatrujemy uktad I
(otrzymany z I przez skasowanie 3 srodkowych gloséw):

2 glosy: A>B>C > D,
2 glosy: A>=B>D>C,
3 glosy: C-A>B»D,
2 glosy: D>-C>As>B.

W takiej sytuacji C jest zwyciezca condorcetowskim, zatem tylko on zostanie
wybrany przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, ze po dodaniu
3 gloséw B = D > C = A zwyciezca nie moze zostaé A — a przeciez po takim
dodaniu otrzymujemy I;! OtrzymaliSmy sprzecznosé.

Zatem jedyna mozliwosé jest taka, ze w I; wygrywa B. Wtedy rozpatrujemy
uklad I (otrzymany z I; przez skasowanie 5 ostatnich gloséw):

2 glosy: A>=B>C>D,
2 glosy: A-B>D>C,
3 glosy: B>D>C> A

Tutaj to A jest zwyciezca condorcetowskim, zatem tylko on zostanie wybrany
przez W. Ale wtedy z aksjomatu uczestnictwa wynika, ze po dodaniu 3 gloséow
C»A> B> Di2gloséw D >~ C = A = B zwyciezca nie moze zostaé B — a po
takim dodaniu otrzymujemy ponownie [;. Zatem réwniez tu otrzymaliSmy
sprzeczno$c¢, ktéra konczy dowdd. ([l

Ijon Tichy na orbicie wokodlksiezycowej
Pawet TURKOWSKI*

Tjon Tichy to jeden z bohateréw wykreowanych przez Stanistawa Lema. Stal sie
na tyle znany, ze jego imie w formie ,Ijontichy” nadano niewielkiej planetoidzie
krazacej pomiedzy orbita Marsa i Jowisza. W ksiazce ,,Pokdj na Ziemi” Tichy
pojawia sie, aby spelni¢ pewna wazna misje na powierzchni Ksiezyca. Swoje
zadanie ma wykona¢ na odleglo$¢, postugujac sie ,,zdalnikiem”. Zdalnik nie jest
samodzielnym robotem, lecz tworem, ktorego poczynaniami trzeba sterowacé
na biezaco poprzez zespdl przymocowanych do ciata Tichego sensoréw. Gdyby
prébowaé to sterowanie prowadzi¢ z Ziemi, to opdznienie dziatania zdalnika
zwiazane z dystansem, ktéry dzieli Ziemie i Ksiezyc, wyniostoby:
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przy czym: t — czas opoznienia, d — odleglo$é¢ Ziemia—Ksiezyc, ¢ — predkos$é
Swiatla w prozni. Opdznienie to ze wzgledu na eliptyczny ksztalt orbity
ksiezycowej waha si¢ w granicach od 2,4 s do 2,7 s. Poniewaz taki czas reakcji
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