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Wszedzie brak pochodnej
Jarostaw GORNICKI*

Przez wiele lat pytanie: czy istnieje funkcja ciggla f : [a,b] — R, ktdra w Zadnym
punkcie nie posiada pochodnej? bylto otwarte. Odpowiedz twierdzaca pojawita
sie w XIX wieku (Bernard Bolzano, Charles Cellérier, Bernhard Riemann, Karl
Weierstrass) w postaci przyktadéw:

& 3n

fw(z) = Z w, z € R, (K. Weierstrass, 18.07.1872),
n=0
s mil’lkez|2nl‘—k‘| .

fr(z) = Z o , x € R, (Teiji Takagi, 1903).
n=0

Wykresy tych funkcji trudno sobie ad hoc wyobrazié (rys. 1, 2).

Hidefumi Katsuura (1991) pokazal, ze funkcje o wyzej opisanej wlasnosci
mozna latwo uzyskaé jako granice ciggu funkcji cigglych kawalkami liniowych.
Wiasnosci funkeji Katsuury odkrywamy, analizujac konstrukcje jej wykresu (nie
znamy jawnego wzoru funkcji). Dodatkowo wykres (a raczej jego przyblizenie

z dowolna dokladnoscia) mozna bardzo tatwo wygenerowac!

Kluczowym elementem konstrukcji jest nastepujace przeksztalcenie. Dla
prostokata X o wymiarach a x b i bokach réwnoleglych do osi ukladu
wspdélrzednych definiujemy przeksztalcenia F; : X — X i =1,2,3 (patrz rys. 3,
gdzie X =[0,1] x [0,1]):
o Fi(z,y)= (%, %y), ktére $ciska prostokat X do prostokata F(X) o wymiarach
éa X %b;
o Fy(z,y)= (2“71, H?y), ktére Sciska prostokat X do prostokata Fo(X)
o wymiarach za X 50, faczac to z pewna symetria zbioru X;
o Fi(z,y) = (M, M), ktére Sciska prostokat X do prostokata F3(X)

3
o wymiarach ga X 5.

Nastepnie wyrézniamy rodzine C(X) wszystkich niepustych, domknietych

podzbioréw zbioru X i definiujemy przeksztalcenie F': C(X) — C(X) wzorem
F(A)=Fi(A)UF,(A)UF3(A), AeC(X).

Niech X = [0,1] x [0, 1] bedzie kwadratem jednostkowym na plaszczyznie

euklidesowej. Stosujac przeksztalcenie F' do zbioru Go = {(z,z) : z € X}

(przekatnej kwadratu X), otrzymujemy ,zygzak” — zbiér G; = F(Gy) (rys. 4).

Iterujac przeksztalcenie F, tworzymy zbiory G, 11 = F(G,) = F"T1(Gy),
n=20,1,2,... Kazdy ze zbioréw G,, jest wykresem pewnej funkcji ciaglej
£n :[0,1] = [0, 1], rys. 5, 6.

Z przedstawionej konstrukeji wynika, ze G,, C F"(X) dla kazdego m > n,

a poniewaz F™(X) jest suma 3™ prostokatow, kazdy o wysokosci co najwyzej
(2)", wiec t;épl] | frm(t) — fn(t)|} zbiega do 0, gdy n,m — co. Zatem granica tak
otrzymanego jednostajnie zbieznego ciagu funkeji ciagtych {f,} jest funkcja
ciaglta f :]0,1] — [0,1]. W dalszej czeSci tekstu pokazemy, ze funkcja ta w zadnym
punkcie zbioru (0, 1) nie ma pochodnej.

Dygresja. Felix Hausdorff wprowadzil pojecie odlegloéci miedzy zbiorami A, B € C(X).

Dla zbioru A € C(X) i e > 0 niech zbiér Ac = {z € X : d(z,y) < ¢ dla pewnego y € A}

bedzie e-otoczeniem zbioru A. Wtedy dla zbioréw A, B € C(X) odlegto$¢ Hausdorffa miedzy
nimi okredlamy jako dg (A, B) =inf{e > 0: A C B: A B C A:}. Tak okreslona przestrzen
(C(X),dy) okazuje si¢ zupelng przestrzenia metryczna. Ponadto opisane wyzej przeksztalcenie
F jest kontrakcja: istnieje L € [0,1) takie, ze dy (F(A), F(B)) < L-dy (A, B) dla dowolnych
A, B € C(X). Na mocy twierdzenia Banacha o punkcie stalym (o ktérym mozna przeczytaé
np. w |AY9) wnioskujemy zatem, ze istnieje dokladnie jeden zbiér G € C(X) taki, ze G = F(G).
Ponadto dla dowolnego zbioru A € C(X) iteracje F™(A) sa zbiezne do zbioru G w metryce
Hausdorffa przy n — oo.

W naszym przypadku ciag {Go, G1, G2, ...} okreslony zaleznoscig rekurencyjng Gn+1 = F(Gn)

jest zbiezny (w metryce Hausdorffa) do granicy G, ktéra jest jedynym rozwigzaniem réwnania
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z analizy matematycznej, cz. II, Wyd.
UMCS, Lublin 1998, zadanie 2.1.14.
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*Zbiér A jest pierwszej kategorii Baire’a,
jesli mozna go przedstawié jako
przeliczalng sume zbioréw, ktérych
domknigcia maja puste wnetrze.

G =F(G): G= lim F"(Go) = {(z, f(z)) : = € [0,1]}. Co wiecej, zbiér G (wykres funkcji f)
n— oo
mozna réwniez uzyskad, iterujac przeksztalcenie F' na jednoelementowym (!) podzbiorze X,
np. G = lim F"({(0,0)}). W tym momencie znalezliémy si¢ niebezpiecznie blisko (bo to
n— oo

bardzo wciggajaca tematyka) uktadéw dynamicznych i fraktali.

Tworzac zbiory Gy, n > 0, sklejamy odcinki w punktach (wezlach),

ktérych wspodlrzedne xz-owe sa liczbami tréjkowo-wymiernymi (tzn. sa
wielokrotnoécia 37% dla pewnej liczby naturalnej k). Kazdy wezel zbioru G,,
staje si¢ weztem zbioru G,,, dla wszystkich m > n i oczywiscie elementem
zbioru G (czyli wykresu funkeji f).

Lemat 1. Zbior T = | {zx. &, .-, 37;;1} jest gesty w przedziale [0, 1].
1

nz

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze kazdy przedzial otwarty (a — d,a+ 9) dla a € (0,1),
6 > 0, zawiera punkt ze zbioru T'. Poniewaz 3% — 0 przy n — oo, wiec istnieje
ng € N takie, ze dla ¢ = 3™, 0 < % < 0. Rozwazmy przedzialy [0, %], [%, %]7 R
[%27 q%ql], [q%’l, 1]. Poniewaz ich suma jest przedzialem [0, 1], wiec dla jednego

znich%gang'H. Skoroé<5,wi(gca75<%<a+5.

Jak wiemy, funkcja g : [0,1] — R jest rdzniczkowalna w punkcie z € (0, 1),

gdy granica lim %i(y) = ¢'(z) istnieje i ma skoniczong warto$é. W naszym
y—)w

przypadku do badania rézniczkowalnosci funkcji f wykorzystamy zbiér T
i nastepujacy rezultat; jest to zadanie 2.1.14. w [1].

Lemat 2. Niech g : [0,1] — R bedzie funkcjq ciggle i rézniczkowalng w punkcie
te(0,1). Jesli dlan=1,2,... zachodzi 0 <z, <t <yp <lixz, >tiy, =1, to
1li 9(WYn)—9(xn) — f/ .
7L1—>H010 Yn—Tn f (t)
JesteSmy juz gotowi, by uzasadnié, ze funkcja f nie jest nigdzie rézniczkowalna.
Zalézmy, ze x € T, i niech = = 3% dla pewnych k,m € N. Niech z,, =z + 3,,1%

Wtedy z,, = x oraz lim \%
n— 00 Ty

= 00, bo wykres funkcji staje sie coraz
bardziej stromy i |f(x) — f(zn)| = 2" |z — 2,|, patrz rys. 7.

Jezeli x ¢ T, to na podstawie lematu 1 istnieja ciagi {z,}, {yn} C T takie, ze dla
kazdegon =1,2,...

(1) yn — T = 37,
(2) & < < Yn.

Woéwezas, korzystajac z lematu 2, albo zachodzi sytuacja opisana wyzej (gdy

Tpa1 = Tp Wb ypi1 = yn), albo dla 2,41 # Ty 1 Yni1 # Yn, %ﬁiﬁ“) =

= —fn)=f(en) 5 |f(y"):f(w")| > 1 dla kazdego n = 1,2, ..., wigc granica
Yn—Tn Yn—Tn

lim M nie istnieje, patrz rys. 8.

n—00 Yn=Tn

Zatem funkcja f nie jest rézniczkowalna w punktach z € (0, 1).

W 1929 roku Hugo Steinhaus postawil pytanie o wielko$¢ zbioru wszystkich
funkcji ciagltych nigdzie nierézniczkowalnych w przestrzeni C|0, 1] wszystkich
funkcji ciaglych f : [0,1] — R. Ze wzgledu na trudnosci zwiazane z podaniem
przykladu funkcji ciaglej nigdzie nier6zniczkowalnej przypuszczano, ze tego
typu funkcje sa bardzo rzadka osobliwo$cia. Zaskakujaca odpowiedZ podatl
Stefan Banach w 1931 roku. Banach po pierwsze wykazal (stosujac twierdzenie
Baire’a, bez wskazywania konkretnego przykladu), ze funkcje ciagle nigdzie
nierézniczkowalne istnieja. Po drugie wykazal, Zze zbior wszystkich funkcji
ciaglych rézniczkowalnych w co najmniej jednym punkcie dziedziny jest
zbiorem matym z topologicznego punktu widzenia — jest zbiorem pierwszej
kategorii Baire’a*™ — w zbiorze wszystkich funkcji ciagltych C[0,1]. Zatem to
funkcja (gdziekolwiek) rézniczkowalna w $wiecie wszystkich funkcji ciaglych
jest zjawiskiem osobliwym, wyjatkowo rzadkim! Kolejny raz matematyka nas
zaskoczyla. . .
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