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»<Kwadrat bez pdl naroznych” to przyktad
figury ulozonej ze wszystkich pentomin
o najmniejszym mozliwym obwodzie.

W dziecinistwie ,odkrylem” dziesieé
réznych siatek szescianu i dopiero kilka
lat po tym ,,dokonaniu” dowiedzialem sig,
ze to jednak nie byly wszystkie. ..

Przykltadowe ksztatty o obwodzie 40
mozliwe do ulozenia z kubomina

W dalszej czesci artykulu Czytelnik moze
odnalez¢é drobne wskazowki.

Kto domaga si¢ jawnego wzoru, moze
wyznaczy¢ minimalny obwéd dla matych
warto$ci pola i z tymi danymi udaé si¢ na
strone https://oeis.org,

Przyktadowe ksztalty o obwodach 38 i 36

Kubomino Piotr PIKUL*

Milos$nicy matematyki rekreacyjnej zapewne zetkneli si¢ z pentominem,

czyli ,,puzzlami”; ktérych kazdy element sklada sie z pieciu stykajacych sie
bokami kwadratéw. Mamy tam do dyspozycji 12 réznych czesci i prébujemy
ulozy¢ z nich konkretne ksztalty (np. prostokat 6 x10, kwadrat o boku 8 bez
pol naroznych albo jakie$ mniej abstrakcyjne zwierzgtka). Oczywiscie ktos
spragniony wiekszych wyzwan moze przejé¢ do heksomin, czyli ksztaltow
zlozonych z szedciu jednostkowych kwadratéw kazdy. Wtedy réznych dostepnych
czedcl jest juz 35 i na dodatek nie mozna z takiego kompletu utozy¢ zadnego
prostokata. Dowdd tego faktu jest standardowy — jesli heksomino polozymy na
szachownicy, to albo przykrywa ono tyle samo pdl biatych co czarnych, albo

o dwa pola wiecej jednego koloru niz drugiego. Heksomin tego drugiego rodzaju
jest nieparzyscie wiele, skad wynika niemoznoéé ulozenia prostokata.

Wsréd heksomin wyrdznia sie jedenascie szezegdlnych — mianowicie siatki
sze$cianu. Ponizej mozna zobaczy¢ ich rodzinne zdjecie.
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Pozwolilem sobie nazwac¢ tamigtéwke ztozona z siatek szeScianu kubominem,
zapozyczajac od pentomina konflikt pomiedzy nazwa pojedynczego elementu
oraz calej uktadanki. Z kubomin tez nie mozna zbudowaé prostokata, co mozna
uzasadnié¢, pracowicie rozwazajac wszystkie mozliwoéci uzupelniania naroznikdw
prostokata. Jaki jest w takim razie najbardziej elegancki ksztalt, ktory mozna
z kubomin zbudowacé? Pytanie to nie jest szczegllnie matematyczne. Latwiej
sformalizowaé¢ kwestie ciasnego upakowania elementéw. Mozna zauwazy¢, ze
minimalizacja obwodu ulozonej figury jest réwnowazna zwiekszaniu lacznej
dlugoéci styku pomiedzy czesciami.

Czytelnik mogt spotkaé sie z twierdzeniem gloszacym, ze minimalny obwdd
przy zadanym polu ma koto, no ale z kubomin go na pewno nie utozymy.
Mozna udowodnié, ze obwod obszaru ztozonego z 66 kwadratéow jednostkowych
wynosi co najmniej 34. Swoja droga polecam samodzielne znalezienie wzoru

na minimalny obwdd obszaru o zadanej liczbie pdl. Zwarty wzor jest moze
dosé specyficzny, ale klasyfikacja wszystkich ksztaltow, ktore moga realizowaé
minimalny obwdd, jest catkiem ciekawa. A jakby kto$ zechcial przyjrzeé sie
obszarom zlozonym z tréjkatnych pél (tzw. poliamondom), to tam dopiero sie
cuda dzieja! To jednak nie temat na dzisiaj. ..

Gdy zaczatem sie bawi¢ kubominami i postawilem pytanie o minimalny obwdd,
udalo mi sie znalez¢ kilka konfiguracji o obwodzie 40. P6zniej napisalem
program poszukujacy malego obwodu, ktéremu szybko udalo si¢ ulozyé ksztalt
o obwodzie 38. Niedeterministyczny charakter komputerowych poszukiwan
sprawial, ze przy kazdym uruchomieniu znajdowane byly inne rozwiazania,

i w ten spos6b dysponowalem rozrastajaca sie listg konfiguracji o obwodzie 38.
Gdy ich liczba przekroczyta 300, za punkt honoru postawilem sobie znalezienie
cho¢ jednego takiego ustawienia bez ,krzemowego” wsparcia. Znalaztem dwa
rozwiazania, z ktorych zadne nie zostalo wczesniej wygenerowane przez program.
Gdy tak utwierdzatem sie w przekonaniu, ze obwdd 38 jest najmniejszym
mozliwym, sprawdzalem, ile mierza najdtuzsze proste krawedzie lub jak wiele
wierzchotkéw maja skatalogowane figury... nieoczekiwanie program ,wyplul”
jedno rozwigzanie o obwodzie 36. Tym samym poznalem Scistg odpowiedZ na
pytanie o minimalny obwo6d, cho¢ wcze$niej uwazalem, ze zapewne nigdy to nie
nastapi.

Czytelnik dotartszy do tego miejsca, zapewne zastanawia si¢, czy moze obwdd 35
(a nawet 347) tez jest realny, i kontynuujac eksperymenty, komputer w koricu
na niego trafi? Otéz nie jest to mozliwe. Po pierwsze wedrujac wzdluz obwodu,
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»Doskonaly dowéd” korzystalby zapewne
z jakich$ specyficznych wlasnosci siatek
szescianu.

Kazde pojedyncze kubomino jest
wypuklym poliominem, choé zadne nie
jest wypuklym podzbiorem ptaszczyzny.

alibliclidlielifligl

Pogladowy rysunek wierzchotka
prostokata ograniczajacego

Przyktadowy ksztalt o polu 66

i obwodzie 34 (nie mozna go ulozyé

z kubomin). W przypadku prostokata
ograniczajgcego 8 X9 potrzeba
przynajmniej trzech usunietych pdl przy
krétszym boku, aby nie wystapito duze
naroze, cho¢ i tak wystapi wtedy male.
Pozostale trzy pola nie wystarcza, aby
wykluczyé male naroze przy
przeciwlegtym boku

Kilka kubominowych zagadek —
rozwigzanie na stronie [l Ulozenie

z kubomina ksztaltu posiadajacego o$
symetrii nie jest latwe. Wiecej zagadek

w zalaczniku do elektronicznej wersji
artykulu na stronie deltami.edu.pl

musimy tyle samo razy iS¢ ,na pdlnoc” co ,na potudnie”, jak réwniez tyle samo
razy ,na wschod” co ,na zachéd” — obwdd musi byé zatem liczba parzysta, wiec
35 odpada. Jesli zas chodzi o 34, to tutaj nie moge nazwac znanego mi dowodu
eleganckim i blyskotliwym (moze Czytelnik znajdzie lepszy. .. 7). Jego zaleta
jest fakt, ze daje sie przeprowadzi¢ ,recznie”, co nie znaczy, ze da sie wszystkie
szczegoly zmieéci¢ w tym artykule.

Ksztaltéw o obwodzie 34 i polu 66 jest 182 (zob. ciag A100092 na OEIS), ale
na szczedcie nie musimy wszystkich z osobna rozwazaé. Najpierw zauwazmy, ze
kazdy taki ksztalt (oznaczmy go przez F') musi byé¢ ,wypukly”, czyli wszystkie
wiersze i kolumny musza by¢ w jednym kawalku (jest to standardowa definicja
wypuklodci poliomin). Tak rozumiana wypuklo$é jest réwnowazna temu, ze
obwod F jest réwny obwodowi najmniejszego ograniczajacego prostokata
(dlaczego?). Gdyby nasz ksztalt nie byl wypukly, to ,sprasowujac go” do czegos
wypuklego (wyobrazmy sobie, Ze nagle wszystkie pola tworzace F opadaja na
dno ograniczajacego prostokata, a potem jeszcze spychamy je np. na prawo),
otrzymamy ksztalt o mniejszym obwodzie, a 34 jest minimalnym obwodem dla
pola 66.

Z wypuklosci wyciagamy wniosek, ze ograniczajacy prostokat tez ma obwdd 34,
a kandydatéw o dostatecznie duzym polu jest tylko trzech. Najwiekszy z nich
ma pole 8 -9 = 72, czyli odrzucamy co najwyzej sze$¢ pol. Ponadto, aby zachowaé
minimalnos$é obwodu (wypuklosé), odrzucone pola musza tworzyé spéjne obszary
przylegajace do wierzcholkéw prostokata (oczywiscie od wewnatrz). Poniewaz
maksymalnie 6 odrzuconych pél musimy podzieli¢ pomiedzy 4 narozne obszary,
otrzymujemy, ze ograniczajacy prostokat ma wierzcholek, z ktorego nic nie
usunieto, albo taki, ktérego pozbawiono tylko jednego, naroznego pola (al na
rysunku).

Teraz przychodzi kolej na nieco zmudne, systematyczne przeanalizowanie
mozliwych pokryé naroza kubominami. Przykladowo, jesli pole a1 (patrz
rysunek na marginesie) sprobujemy przykryé kubominem ,, T”, to nie bedzie
juz mozliwe pokrycie pola a2 (lub b1, jesli ,T” ustawiliSmy poziomo). Z kolei
gdy pokryjemy al elementem ,,4”, to okaze sie, ze cho¢ teoretycznie pola a3 i bl
mozna pokryé, to oba wymagaja uzycia elementu ,,I”; ktory jest tylko jeden.
Nie wszystkie przypadki sa az tak proste, a gdy rozwazamy naroze z usunietym
polem al (,wyszczerbione”), mozliwosci robi sie nieco wiecej (np. trzeba

wtedy rozwazy¢ umieszczenie czesci ,+7 w rogu). Wazne, ze wszystkie proby
wypelnienia naroza okazuja sie plonne, jesli chcemy pokryé¢ caty kwadrat 6x6
(lub wyszczerbiony 7x7). Co istotne, w calej tej analizie nie trzeba braé¢ pod
uwage polozenia pozostalych wierzchotkéw figury F, ani nawet wymiaréw
prostokata ograniczajacego — mozna jg traktowaé jak nieograniczona.

Niestety moze tak by¢, ze ksztalt o obwodzie 34 nie zawiera jako naroza ani
catego kwadratu 6x6, ani wyszczerbionego 7x7. Mozna pokazaé (rozwazajac
kilka prostych przypadkéw, jeden z nich zilustrowany jest na marginesie),

ze w takiej sytuacji wystepuja co najmniej dwie wersje o jeden mniejsze:
kwadrat 5x5 lub wyszczerbiony kwadrat 6x6. Okazuje sie ponadto (dzieki
wspomnianej skrupulatnej analizie sposobéw pokrywania narozy), ze jedynie
wykorzystanie kubomina ,E” (do pokrycia pola a2/b1) daje jakiekolwiek szanse
na pokrycie kazdej z nich z osobna! Skoro cze$é¢ ,E” jest tylko jedna, pokrycie
calego obszaru nie jest mozliwe, quod erat demonstrandum.

Kto po lekturze powyzszej idei dowodu nabral niecheci do problemu
minimalnego obwodu, moze na pocieszenie sprobowaé rozwiazaé¢ go w prostszych
przypadkach kompletu tromin (dwie czesci po 3 kwadraty) i tetromin (5 czesci
po 4 kwadraty). Tam argumenty sa juz elegantsze, cho¢ od dawna znane. Dla
kompletu starych dobrych pentomin rozwiazanie jest ,malo ciekawe” — realizuja
one swdj teoretycznie minimalny obwod réwny 32. To czyni je jednak bardzo
wyjatkowymi, poniewaz wszystkie heksomina, przy polu wynoszacym 210, nie
sa w stanie osiagnaé¢ obwodu 58, gdyz jedyny ksztalt o takich parametrach to
,hieuktadalny” prostokat 14x15. Z kolei dla rodzin jeszcze wigkszych poliomin
(> 7-omino) uzyskanie teoretycznie minimalnego obwodu jest juz zupelnie
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Ze wszystkich heksomin mozna uzyskac
obwéd 60, ale margines jest zbyt waski,
aby to pomiescié.

Jesli chodzi o uklady o obwodzie 36,
programowi udato si¢ znalezé tylko
4 egzemplarze, przy czym dwa z nich
mozna lekko zmodyfikowaé, nie
zmieniajac obwodu.

Nie zdziwie sie, jesli Znawcy Gier (Nie
Tylko) Planszowych wskaza jakis
zapomniany (7) projekt przypominajacy
opisany w tym artykule.

Przyktadowa rozgrywka dwéch graczy
uzywajacych losowo rozdanych kubomin

Tasowanie poliomin moze byé
niewygodnym rozwigzaniem. Mozna
zastosowaé metode¢ posrednia,
wykorzystujaca na potrzeby
tasowania/losowania karty z rysunkami,
a prawdziwych poliomin mozna uzywac
dopiero przy wykonywaniu ruchu. Albo
ruchy wykonywaé¢, dorysowujac kolejne
ksztalty — jak kto$ nie lubi wycinanek.
Idac dalej, mozna zastapi¢ rysowanie
ukladaniem zapaltek. Wtedy w roli

punktéw moga wystapi¢ niewykorzystane

zapalki.

poza zasiggiem, poniewaz znajduja si¢ wsrod nich czesci z dziurami, ktoére
uniemozliwiaja zbudowanie ksztaltu wypuklego. Zamiast gloéno méwié, ze
dokladne wartosci nie sa mi znane, powiem tylko, ze ciag 4, 6, 12, 20, 32, 60
czeka na kolejne wyrazy.

W przypadku kubomina (i nie tylko) poza poszukiwaniem minimalnego obwodu
mozna prébowaé ustanowié inne ,rekordy”. Na przyktad: Dla jak duzego n
prostokat 1xn mozna przykryé kompletem kubomin? Co sie stanie, jesli
dodatkowo zazadamy, aby utozona figura byla wypukla? Jaka jest najdtuzsza
mozliwa prosta krawedz ulozonej figury (znéw: przy zalozeniu wypuklosci lub
bez niego)? Ile wynosi minimalna liczba wierzcholtkéw? Jaka najmniejsza figura
(poliomino) pomiesci kazde kubomino?

Na deser mozna sobie oczywiscie pouktadaé tez rybki, domki i ptaszki. ..
Ciekawym wyzwaniem jest ulozenie ksztaltu symetrycznego. Po wielu sesjach
uruchomien programu uktadajacego lista rozwiazan o obwodzie 38 liczy

ponad 2600 pozycji. Wsrdd nich jest zaledwie 1 posiadajacy o$ symetrii oraz

4 symetryczne srodkowo. Kilka symetrycznych ksztaltéw (o znacznie wigkszym
obwodzie) udalo mi sie tez ulozy¢ osobiscie.

Tyle mozliwosci, a to tylko ,,standardowe” ukladanki!
Pomiedzy kartami a obwodem kubomina

Rozwazania na temat minimalnego obwodu i pisanie zwiazanych z tym
programéw doprowadzilo takze do pojawienia sie koncepcji wieloosobowej gry.
Cho¢ liczba réznego rodzaju gier, w ktorych poliomina odgrywaja mniej lub
bardziej znaczaca role, jest calkiem pokazna, to wydaje sie, ze pomyst, ktéry
zamierzam tu przedstawié, nie byl wczesniej rozwazany.

Kubomino nie jest niezbedne dla opisanej dalej rozgrywki. Mozna je zastapié
innym zestawem poliomin. By¢ moze da sie wskazaé jaki$ ,lepszy” — cokolwiek
to znaczy. Dobér zestawu (zwlaszcza jego licznosci) — co stanie sie jasne po
dalszej lekturze — jest uzalezniony takze od liczby graczy.

Podstawowa idea jest prosta. Gracze kolejno dokladaja poliomina do juz
istniejacej figury (chyba ze mowa o ruchu poczatkowym). Za kazdy ruch
otrzymuje sie tyle punktéw, ile wylozony element ma wspélnych (jednostkowych)
krawedzi z ustawionymi poprzednio. Gdy ksztalty si¢ wyczerpia, podliczamy
punkty i wygrywa gracz, ktory zdobyt ich najwiecej.

Poniewaz wylozenie pierwszego elementu jest warte 0 punktéw, nalezy je
traktowaé jako ruch dodatkowy. Wydaje sie, ze wszyscy gracze powinni
dysponowaé jednakows liczbg ruchéw punktowanych, czyli liczba uzywanych
czesci powinna dawaé reszte 1 przy dzieleniu przez liczbe graczy. Mozna rowniez
ustali¢, ze kazdy gracz ma do dyspozycji te same elementy, czyli uzywac
zwielokrotnionego zestawu poliomin.

Powyzsze podstawy rozgrywki nadal dopuszczaja mnéstwo wariantéw. Gracze
moga mie¢ ustalone na poczatku (np. na drodze tasowania i rozdawania)
komplety figur, z ktérych moga dowolnie wybieraé czesé wykladana

w konkretnym ruchu. Mozna tez z gory ustali¢ kolejnoé¢ wyktadania klockéw
(wtedy gracze nie potrzebuja oddzielnych kompletéw) albo za kazdym razem
wybieraé¢ nastepny element drogg losowania. W takim oceanie mozliwosci na
pewno kazdy znajdzie co$ dla siebie!

Jesli ktos potrzebuje dla tej gry jakiejs bajeczki (,,fabuly”), to mozna méwié

o grodzeniu dzialek (lub rozstawianiu parawanéw na plazy). Kazdy chce do
tego wykorzysta¢ jak najmniej osobidcie zbudowanego ptotu. Skad biora sie tak
dziwne ksztalty grodzonego terenu? Tu juz trzeba dodatkowej inwencji. By¢
moze hodujemy owce o wyjatkowo matematycznym usposobieniu, ktére wedrujac
po siatce szeScianu, czuja, ze majg wiecej przestrzeni? Jedli do gry uzyjemy
innych ksztaltéw niz kubomino, to sprawa si¢ komplikuje. .. Czytelnik chcacy
dalej rozwijaé te opowiesé robi to na wtasne ryzyko.
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