Klasy permutacji II: twierdzenie Marcusa—Tardosa

Wojciech PRZYBYSZEWSKI*

Czytelnik majacy doswiadczenie z algorytmika na
pewno ma swiadomosé, ze dla pewnych probleméw
grafowych duzo latwiej jest znalezé efektywny algorytm,
jesli nie bedziemy oczekiwaé, ze bedzie dzialaé dla
wszystkich graféw, a jedynie dla takich, ktére maja
okreslong wlasnosé (np. tylko dla drzew). W niektérych
dziedzinach informatyki popularne jest dowodzenie,

ze pewne problemy algorytmiczne majg efektywne
rozwigzanie na klasach graféw o pewnych malych
miarach. Przykladem takiej miary jest szerokosé
drzewiasta (ang. treewidth), ktora intuicyjnie okresla,
jak bardzo dany graf przypomina drzewo. Innym
przykladem jest zdefiniowana dwa lata temu szerokosé
blizniacza (ang. twin-width), ktéra bardzo szybko
zdobyta duzg popularnosé ze wzgledu na swoje

dobre wlasnosci algorytmiczne i kombinatoryczne.
Sformulowane w poprzedniej czesci artykutu twierdzenie
Marcusa—Tardosa okazuje si¢ bardzo uzytecznym
narzedziem, ktére zostalo uzyte w dowodach wielu
wlasnosci graféw o ograniczonej szerokosci blizniacze;j.

Twierdzenie Marcusa—Tardosa, moim zdaniem, jest
ciekawe nie tylko ze wzgledu na swoja interesujaca
kombinatoryczna nature, ale takze ze wzgledu na swoja
historie. Postawiona przez Stanleya i Wilfa hipoteza
dopiero po kilkunastu latach doczekala sie dowodu,
ktéry okazal sie bardzo elegancki i korzystat tylko

z elementarnych narzedzi. Ponadto, jak zaraz zobaczymy,
zmiesci si¢ w jednym artykule Delty. Plynie stad moral,
ze czasem nie warto zrazaé sie tym, ze jaki$ problem
powszechnie uznawany jest za trudny — moze wystarczy
spojrzeé¢ na niego od nieco innej strony, znalezé jeden
nowy pomyst, aby udato nam sie rozwiazaé cos, nad
czym glowilo si¢ bezskutecznie wielu matematykéw.

Przypomnijmy teraz najwazniejsze definicje i oznaczenia
z poprzedniej czesci artykutu. Rozwazamy permutacje
zbioru n-elementowego, czyli funkcje o : {1,...,n} —

— {1,...,n}, ktére sa bijekcjami. Dla ustalonego n zbiér
wszystkich takich funkcji oznaczamy przez S,,. Jednym
ze sposobOw reprezentowania permutacji jest wypisanie
jej wartosci na kolejnych elementach. Permutacje

o€ Sy taka, ze 0(1) =2,0(2)=4,0(3)=31i0(4) =1,
zapisujemy jako 2431. Zdefiniowalismy tez relacje =
zawierania sie jednej permutacji w drugiej.

Definicja 1. Niech k < n bedg dwoma dodatnimi
liczbami catkowitymi i niech o € Sy 1 7 € S,, bedg dwoma
permutacjami. Jesli istniejg takie 1 <z < ... < x <N,
ze dla kazdych 1 <1 < j <k warunek o(i) < o(j) zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi warunek T(z;) < 7(x;),
to powiemy, ze T zawiera o, co zZapiszemy o X T.

Zdefiniowalismy tez pojecie klasy permutacji.

Definicja 2. Niech C bedzie dowolnym zbiorem
permutacyi. Powiemy, Ze C jest klasg permutacji, jesli
dla kazdego o € C i kazdego T <= 0 mamy T € C.
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Dla ustalonej permutacji 7 przez Av, (1) definiujemy
zbioér tych wszystkich permutacji z S,,, ktore nie
zawieraja 7. Formalnie Av, (1) ={0c € S, : 7 A o}.
Przez Av(r) oznaczamy sume Av, (7) po wszystkich n,
tj. Av(t) = U, Av, (7). Nietrudno zobaczy¢, ze dla
dowolnego 7 zbiér Av(r) jest wlasnie klasa permutacji.

Poprzedni artykul zakoriczyliSmy sformulowaniem
hipotezy Stanleya—Wilfa, ktéra byta otwarta przez
kilkanascie lat, az w koricu zostala udowodniona przez
Adama Marcusa i Gédbora Tardosa. Od tej pory nazywa
sie ja wlasnie twierdzeniem Marcusa—Tardosa.

Twierdzenie 1 (Hipoteza Stanleya—Wilfa vel
twierdzenie Marcusa—Tardosa). Dla dowolnej permutacyi
o € Sy istnieje stata K zalezna tylko od o taka, ze dla
kazdego n zachodzi | Av, (o) < K™.

Ten artykul poswiecimy dowodowi twierdzenia |1} Nim
jednak przejdziemy do wlasciwego dowodu, opiszemy
jeszcze jeden spos6b reprezentowania permutacji.

Macierze permutacji i hipoteza
Fiirediego—Hajnala

Dla permutacji o € S,, mozemy rozwazy¢ zero-jedynkowa
macierz wymiaru n x n taka, ze na przecieciu k-tego
wiersza i [-tej kolumny mamy 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
o(k) = I. Dla przykladu, rozwazana wczesniej permutacje
o € Sy taka, ze 0(1) =2,0(2) =4,0(3) =3i0(4) =1,
reprezentujemy macierza:

Oznaczajac przez M|i, j] element macierzy M w i-tym
wierszu i j-tej kolumnie, mozemy napisaé:

P(o)[k,l] = {L jesli o (k) =1,

0 w przeciwnym przypadku.

Podmacierz macierzy A rozmiaru k x [ to dowolna
macierz D, ktérg mozemy uzyskaé z A, wykreslajac

z niej czesé wierszy i kolumn, az macierz, ktéra zostanie,
bedzie miala rozmiar wlasnie k£ x [. Powiemy tez,

ze macierz zero-jedynkowa A zawiera inng macierz
zero-jedynkowa B rozmiaru k x [, jesli istnieje taka
podmacierz D rozmiaru k x [ macierzy A, ze zawsze
gdy Bli,j] = 1, to takze DJi, j] = 1. W przeciwnym
razie powiemy, ze A unika B. Nie wymagamy w tej
definicji ré6wnosci macierzy B i D — chcemy tylko, zeby
podmacierz D miala jedynki przynajmniej tam, gdzie ma
je B. Dla przyktadu macierz

M =

__ O
—_= =0 O
— O = =
O = = O



zawiera macierz
1 0 0
N=1|0 1 0],
0 0 1

poniewaz po wykresleniu z M drugiego wiersza
i czwartej kolumny dostaniemy macierz

1 01
D=1 1 0
1 11

i dla kazdych 1 < 4,5 < 3 zawsze gdy NJi, j| = 1, mamy
takze DJi, j] = 1. Czytelnik moze sprawdzi¢, ze macierz,
ktéra powstaje z wykreslenia z M drugiej kolumny

i czwartego wiersza, réwniez pokazuje, ze M zawiera N.

W 1992 roku Zoltéan Fiiredi i Péter Hajnal sformutowali
nastepujaca hipoteze, zwiazana z macierzami
zero-jedynkowymi.

Hipoteza 1. Dla kazdej permutacji o € Sy, istnieje
taka stata c,, zZe kazda zero-jedynkowa macierz M
rozmiaru n X n, ktéra ma przynajmniej n - ¢, jedynek,
zawiera P(o).

Okazalo sie, co w 2000 roku wykazal Martin Klazar,

ze prawdziwosé hipotezy (1] implikuje prawdziwosé
twierdzenia [T} Wystarczylo wigc, ze Marcus i Tardos
udowodnili tylko hipoteze |1l Zaréwno w dowodzie
Klazara, jak i w dowodzie Marcusa—Tardosa
rozpatrywano pewne macierze powstale z podziatu
wierszy i kolumn oryginalnej macierzy. Nim przejdziemy
do dowodéw twierdzen Klazara i Marcusa—Tardosa,
zapoznamy sie z tym narzedziem.

Macierze podziatu

Rozwazmy zero-jedynkowsa macierz wymiaru n x n.

Mozemy jej wiersze (i kolumny) podzieli¢ w jakis sposéb
na k grup, z ktorych kazda sklada si¢ z kolejnych wierszy
(badz kolumn). Na przyklad wiersze i kolumny ponizszej
macierzy A podzieliliSmy na trzy grupy:

101 )]0 0 |0 1
0 0100 |11
0 00 |0 O0]O0O
A=]10 0 0 |0 O |1 1
0 00 |01 |11
10 0 |0 0 |1 1
0010 0|10

Ten podzial daje nam pewna macierz podzialu B —
mianowicie dla kazdego bloku (przeciecia grupy kolumn
z grupa wierszy) powyzej macierz B ma jedynke,
jesli choé jeden z elementéw danego bloku zawiera
jedynke. Dla tak podzielonego A odpowiednie B wyglada
nastepujaco:

1 0 1

B=1]0 1 1

1 0 1
Kluczowa obserwacja jest ponizszy lemat.
Lemat 1. Niech A bedzie zero-jedynkowg macierzg
wymiaru n X n, B za$ bedzie jakg$ macierzg podziatu A.

Jesli A unika pewnej macierzy permutacji P wymiaru
k x k, to B rowniez unika P.
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Szkic dowodu. Zalézmy nie wprost, ze B nie unika P.
W takim razie w B mozemy wskaza¢ k jedynek, ktére
reprezentujg P. Te jedynki s w B, poniewaz odpowiednie
bloki macierzy A zawieraja co najmniej jedna jedynke.
Tak wiec dla kazdej wskazanej jedynki w macierzy B
mozemy wybraé jakas jedynke w macierzy A w taki sposéb,
ze te wybrane jedynki w A pokazuja, ze A zawiera P.
Ta sprzecznosé koriczy dowdd. O

Lemat (1| jest bardzo uzytecznym narzedziem, poniewaz
pozwala nam stosowaé podejscie indukcyjne. Jesli
pracujemy z macierza unikajaca jakiejs P(o) dla
ustalonej permutacji o, to te sama wlasno$¢ ma jej kazda
macierz podziatu. Jesli weZzmiemy macierz podziatu
odpowiednio mniejszego wymiaru, by¢ moze bedziemy
w stanie z zalozenia indukcyjnego o jej wlasnosciach
udowodnié¢ teze dla oryginalnej macierzy. Tak wlasnie
postepowali zaréwno Klazar, jak i Marcus z Tardosem.
W koncu mozemy przejsé do dowodéw ich twierdzen.

Twierdzenie Klazara

Zaczniemy od udowodnienia twierdzenia Klazara,
czyli wykazemy, ze prawdziwo$é Hipotezy [1| implikuje
prawdziwosé twierdzenia

Twierdzenie 2 (Twierdzenie Klazara). Niech o € Sy
bedzie permutacjg, dla ktorej istnieje taka stala c,, Ze
kazda zero-jedynkowa macierz wymiaru n X n, ktora
zawiera przynajmniej c,n jedynek, zawiera macierz P(o).
Wtedy istnieje taka stata K, Ze dla kazdego n zachodzi
|Av,(0)] < K7

Dowdéd. Oznaczmy przez T, (o) zbiér wszystkich
macierzy zero-jedynkowych wymiaru n x n, ktére nie
zawieraja P (o). Oczywiscie |T,,(o)] = | Av,(0)| (bo kazda
macierz permutacji z Av, (o) nalezy do T, (c)), wiec
wystarczy znalez¢ takie K, ze |1, (o) < K2.

Wezmy dowolna macierz A € Ty, (o) i podzielmy
zaréwno jej wiersze, jak i jej kolumny na n grup

po 2. Dostaniemy w ten sposéb macierz podziatu B
wymiaru n X n. Na mocy lematu [l mamy B € T,,(0).
Istnieje doktadnie 15 zero-jedynkowych macierzy
wymiaru 2 x 2, ktére zawieraja choé jedng jedynke, wiec
jesli B ma w jedynek, to w sposéb opisany powyzej
moglismy ja otrzymac z 15 réznych macierzy A
wymiaru 2n x 2n. Na mocy zalozenia wiemy jednak,

ze B ma maksymalnie c,n jedynek, wiec dostajemy
|Ton(0)| < |Th(0)| - 15%™. Oznaczajac 15° = L,, mamy
ostatecznie |, (0)| < |Tn(0)| - L2. Podobnie mozemy
pokaza¢ |Ton11(0)| < |Tota(0)] - Lyt

Niech K, = L%. Pokazemy przez indukcje, ze tak
zdefiniowane K, spehia teze. Oczywiscie mamy
IT1(0)| <1< KL Zalézmy teraz, ze chcemy pokazaé
teze dla 2n i 2n + 1, wiedzac (na mocy zalozenia
indukcyjnego), ze teza jest prawdziwa dla n in + 1.
Mamy:

(Ton(0)] < [Tu(o)| - L < KLE < K2

g

oraz
Ton41(0)] < |Toga(0)] - Lg™ < KgFILGH < KL
To koriczy dowdéd indukcyjny. (Il



Naiwna préba dowodu hipotezy
Fiirediego—Hajnala

Nim podamy poprawny dowdd hipotezy [I] przedstawiony
przez Marcusa i Tardosa, sami sprébujmy naiwnie
zastosowa¢ lemat [1| Przez f, (o) oznaczmy minimalna
liczbe jedynek taka, ze kazda macierz wymiaru n X n,
ktéra ma przynajmniej f, (o) jedynek, zawiera P(c).
Mamy nadzieje, ze dzigki lematowi [I] uda nam si¢
skonstruowaé jakies réwnanie rekurencyjne na f, (o).
Ustalmy wiec liczbe catkowitg [ i weZmy macierz A
wymiaru n x n dla n podzielnego przez [, ktora

nie zawiera P (o). Mozemy jej wiersze i kolumny
podzieli¢ na n/l grup po | wierszy i kolumn, a nastepnie
skonstruowa¢ macierz podziatu B. Poniewaz B takze nie
zawiera P(c), to ma co najwyzej f,, /(o) jedynek. Kazda
jedynka w B odpowiada co najwyzej I jedynkom w A,
co daje nam f,(0) < f, (o) - I?. Czytelnik zaznajomiony
z analiza réwnan rekurencyjnych dostrzeze, ze
rozwiazanie takiej rekurencji daje nam f, (o) = O(n?),
podczas gdy chcemy pokazaé f,, (o) = O(n). Wynika stad,
ze potrzebujemy jeszcze jakiego§ dodatkowego pomystu.

Dowdéd Marcusa i Tardosa

Teraz przedstawimy poprawny dowdd hipotezy

Dowdd. Ustalmy permutacje o € Si. Wezmy dowolng
zero-jedynkowg macierz A wymiaru n x n, ktéra

nie zawiera P(c). Zatézmy przy tym, ze k? dzieli n.
Oznaczmy tez przez S;; podmacierz A skladajaca

sie z wierszy od (i — 1)k? + 1 do ik? oraz kolumn

od (j — 1)k? + 1 do jk?. Rozpatrzmy podzial wierszy

i kolumn macierzy A na n/k? grup, kazda rozmiaru k2.
Zauwazmy, ze macierz tego podzialu B wymiaru

n/k* x n/k* spemia Bli,j] = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy podmacierz S;; zawiera cho¢ jedna jedynke. Wiemy
juz, na mocy lematu |1} ze B wyklucza P(0).

Powiemy, ze blok S;; jest szeroki (odpowiednio
wysoki), kiedy zawiera jedynki w przynajmniej k
réznych kolumnach (odpowiednio wierszach). Niech

C;={Si;:i=1,2,...,n/k*}. Wykazemy, ze liczba blokéw
w C}, ktére sg szerokie, to co najwyzej k(k,:) Zal6zmy
nie wprost, ze tak nie jest. Z zasady szufladkowe;j
wynika wtedy, ze mamy takie k£ blokéw S;,;,..., 55,

z ktorych wszystkie majg jedynki w pewnych kolumnach
¢ < ... < cg. Dla kazdej jedynki w r-tym wierszu

i s-tej kolumnie macierzy P(o) mozemy wybraé¢ jedynke
w kolumnie ¢, i odpowiednim wierszu z bloku S;_;,
dostajac, ze A zawiera P(o). To sprzecznosé, ktora
pokazuje, ze rzeczywiscie w C; jest maksymalnie

k‘(k,:) szerokich blokow.

Oznaczmy takze R; = {S;;:j=1,...,n/k?*}. Analogicznie
mozemy pokazaé, ze R; zawiera maksymalnie k(k;)
wysokich blokéw.

Podsumowujac, dostajemy, ze w A jest maksymalnie
k%k(k;) blokéw szerokich i maksymalnie tyle samo
blokéw wysokich. Liczbe jedynek w takich blokach
szacujemy naiwnie, przez k*. Z kolei kazdy blok, ktéry
nie jest ani wysoki, ani szeroki, ma maksymalnie (k — 1)?
jedynek. Stad wynika oszacowanie:

2
Folo) < Fupata)e =17+ 25k (5 Y11 =

= fusk2(0)(k —1)* + 2nk® (’f)

Ta nieréwnosé jest prawdziwa dla n, ktore sg podzielne
przez k2. Jedli jednak k? nie dzieli n, to wezmy
najwicksze n’ < n, ktére jest podzielne przez k2. Mozemy
tatwo oszacowad:

fn(0) < frr(0) +2k*n <

< furypz(0)(k—1)% +2 (k3 (i) + k2> n.

Jako ¢wiczenie pozostawiamy Czytelnikowi ostatni szlif,
czyli wykazanie, ze wraz z warunkiem poczatkowym
f1(o) <1 ta powyzsza nieréwnosé daje:

fn(o) < 2k4 (k}:) n. O

Niebo w pazdzierniku

Pazdziernik jest trzecim kolejnym miesiagcem, w ktérym
Storice kontynuuje szybka wedréwke na potudnie.

W tym czasie wysoko$é jego gérowania obnizy sie

o ponad 10°, a w slad za tym jego czas przebywania
nad widnokregiem zmniejszy si¢ do mniej niz 10 godzin.
W niedziele 30 pazdziernika nastapi zmiana czasu na
zimowy 1 nalezy pamieta¢ o cofnieciu wskazéwek zegarow
o godzine.

Ze Sloricem zwiagzane jest jedno z ciekawszych wydarzer
astronomicznych pazdziernika — jego czeSciowe zadmienie
przez Ksiezyc. Wydarzenie nastapi 25 dnia miesiaca,
kiedy to Ksiezyc przejdzie przez néw i czesciowo zastoni
Storice. Maksymalnie Ksiezyc zakryje 86% Srednicy
tarczy stonecznej, ale tak glebokie za¢mienie da sie
dostrzec tylko ze srodkowej Syberii. W Polsce zjawisko
zacznie sie okoto 11:10 i skonczy niewiele ponad dwie
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godziny pézniej, z fazg maksymalng mniej wiecej

0 12:20. Nad naszym krajem Ksiezyc zastoni od nieco
ponad 45% srednicy tarczy stonecznej w Bogatyni do
ponad 56% w Suwaltkach.

Zanim dojdzie do za¢mienia Slorica, na poczatku
pazdziernika dobrze widoczna jest planeta Merkury,
ktéra 9 dnia miesigca osiagnie maksymalna elongacje
zachodnig. Niestety, jak to u nas bywa, oddali sie
wtedy od Stlorica na niewiele ponad 18°. Mimo to
planeta pozostanie ozdoba porannego nieba az do
ksiezycowego nowiu. W dniu maksymalnej elongacji

o godzinie 6 rano Merkury wzniesie sie¢ na wysokosé 7°,
Swiecac z jasnoscia —0,5™ jakie§ 12° na godzinie 5
wzgledem Deneboli, drugiej co do jasnosci gwiazdy
Lwa. Przy uzyciu teleskopé6w mozna prébowaé dostrzec
tarcze planety o srednicy 7”7 i w fazie 54%. Do konca



