Modele Wszechswiata dla poczatkujacych
Czes¢ 1: Wedréwki po rozciagajacej sie nici
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Karol Gryszka w artykule , Nieoczekiwane zastosowania szeregu harmonicznego”,
opublikowanym w A7y przedstawil dwa problemy. Jeden z nich dotyczyt
mréwki idacej po rozciagajacej sie nici. Okolicznosci, w ktérych znalazla sie
mréwka — dla ustalenia uwagi damy jej na imi¢ Karolina — byly nastepujace.

Jeden koniec nici, z ktorego startowata mrowka, byl zamontowany na sztywno
(spoczywal), a drugi koniec uciekal ze stala predkoscia, przy czym nié rozciagala
sie réwnomiernie na catej dlugoéci. Eleganckie, przedstawione dwiema metodami
rozwiazanie (przypadek dyskretny i ciagly) nie pozostawia zadnych niedoméwien:
niezaleznie od tego, z jaka predkoscia idzie mrowka i jak szybko ucieka koniec
nici, Karolinie zawsze uda sie doj$¢ na drugi koniec nici, jesli tylko damy jej
wystarczajaco duzo czasu. Artykut zakonczyl sie optymistycznym przestaniem,
ze w rozszerzajacym sie zgodnie z prawem Hubble’a—Lemaitre’a Wszech$wiecie
mozemy dotrze¢ do dowolnego punktu, o ile bedziemy mieli wystarczajaco duzo

Czasu.

Czy na pewno jest az tak réozowo? Aby sie o tym
przekonacé, zbadamy prosty model innego Wszechswiata
niz ten modelowany przez ni¢ mréwki Karoliny.
Rozwazmy podobny, ale nieco odmienny problem.
Druga mrowka, o imieniu Ksymena, réwniez bedzie
szla po rozciagajacej sie nici. Jednak tym razem regutly
zabawy beda troche inne. Znowu rozwiazemy zadanie
na dwa sposoby. Zaczniemy od dyskretnej wersji, ktérej
sformulowanie jest nastepujace.

Zadanie 1. Mrowka Ksymena porusza sie ze stala
predkoscig 1%, W chwili poczatkowej mrowka
znajduje si¢ na zamocowanym na sztywno poczatku
nici o dlugosci 1 m, a jej celem jest drugi uciekajacy
koniec. Co sekunde cala nié¢ rozcigga sie rownomiernie
na calej dtugosci o czynnik %7 czyli w kolejnych
chwilach dtugo$é nici jest réwna 100 cm, 110 cm, 121 cm,
133,1 cm. .. Czy Ksymenie uda sie dojs¢ na drugi koniec
nici?

Przypomnijmy, ze Karolina szla z tg sama predkoscia,
ale jej ni¢ na poczatku miata 1 km diugosci

i co sekunde wydtuzala sie o 1 km. Mimo wszystko
Karolinie sie udato, a czy tak samo poradzi sobie
Ksymena?

Rozwigzanie zadania 1. Rozwazmy od razu
przypadek ogélny. Oznaczmy przez s poczatkowa
dlugo$é nici, a przez v predkos¢ Ksymeny. Ni¢ bedzie
sie wydluza¢ w réwnych odstepach czasu At o czynnik
q > 1. Poniewaz predko$¢ mréwki jest stata, to pomiedzy
rozszerzeniami nici mrowka pokona zawsze odcinek tej
samej dlugosci, réwnej v - At. Jezeli chcemy wiedzied,
jaka czesé nici przejdzie mrowka po czasie k - At, to
musimy obliczy¢ nastepujaca sume:
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W mianownikach sktadnikéw powyzszej sumy mamy
za kazdym razem aktualng dlugo$é nici, a licznik jest
staly. Nietrudno zauwazy¢, ze jest to suma szeregu
geometrycznego, na ktérg znamy ogdlny wzor:
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Pytanie o to, czy Ksymena dojdzie do kornca nici,
jest réwnowazne pytaniu, czy istnieje k, dla ktérego
f(k) > 1. Poniewaz ¢ > 1, to % < 1, i mozemy przejéc¢
z k do nieskoniczonosci, otrzymujac skonczong sume,
ktéra oznaczymy f(oco) = % . q%"l, przy czym jest
oczywiste, ze f(k) < f(oco) dla dowolnego k. Dla danych
z zadania 1 dostajemy wynik f(oo0) = 11/100, czyli
mréwka nie ma szans dotrzeé¢ na drugi koniec nici. Co
wiecej, obliczyliSmy, ze nie ma szans pokona¢ wiecej niz
11% nici.

Rozwiazemy teraz wersje problemu z ciagglym czasem.
Nadal chcemy, zeby po uplywie czasu At ni¢ wydluzala
si¢ o czynnik ¢, ale zeby rozciaganie bylo roztozone

w czasie, a nie skokowe. Naturalnym rozwiazaniem

jest przyjecie, ze zaleznodé dtugoéci nici od czasu jest
dana wzorem sq'/A*. Mozemy te samg zaleznoéé zapisaé
réwniez w postaci sef’t, ktéra jest wygodniejsza, bo
wystepuje w niej tylko jedna stata H = lz—f (zamiast
dwéch g i At), i tatwiej sie te postaé rézniczkuje (a bez
rézniczkowania w przypadku ciaglym sie nie obejdzie).
Wiemy juz, ze mréowka moze nie dotrze¢ na drugi
koniec, sformulujemy wiec problem bardziej ogélnie.

Zadanie 2. Mrowka Ksymena wyrusza ze stala
predkoscia v z jednego konca nici, ktora rozciaga sie
rownomiernie na catej dhugosci, przy czym zaleznosé
dhugosci nici od czasu jest dana wzorem sef’t, gdzie s to
poczatkowa dlugosdé nici. Jaka moze by¢ maksymalna
dhugosé nici, aby mréwka dotarta na jej drugi koniec?

Rozwigzanie zadania 2. Wprowadzmy oznaczenie
a(t) = et Jezeli odlegloéé jakiego$ punktu na nici

do konca, z ktérego startuje mréwka, wynosi w chwili
poczatkowej z(0), to jego odlegloéé w chwili ¢ wynosi
x(t) = x(0)a(t). Taki punkt oddala sie od nieruchomego
konica nici z predkoscia x(0)a(t), gdzie ,kropka” oznacza
pochodna po czasie. Z jaka predkoscia Ksymena oddala
sie od nieruchomego konca nici, kiedy znajduje sie

w punkcie x(t)? Do predkosci, z jaka ten punkt jest
yunoszony” przez rozcigganie nici, czyli 2(0)a(t), nalezy
dodaé¢ wlasna predkosé mréwki wzgledem nici, czyli v.
W ten sposéb otrzymujemy zaleznosc:

(t) = 2(0)a(t) + v,
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gdzie #(t) oznacza wlasnie predkosé, z jaka Ksymena sig
porusza, kiedy znajduje si¢ w punkcie z(t). Dokonujac
podstawienia x(0) = x(t)/a(t), otrzymujemy:

. a(t)
1 z(t) = x(t)—= +v.
1) () =) +
Poniewaz a(t) = et, to a(t)/a(t) = H, i ostatecznie
dostajemy réwnanie ruchu mréwki w postaci:

&(t) = Hx(t) + .
Jest to réwnanie rézniczkowe zwyczajne o stalych
wspolezynnikach, co dla Czytelnikow Zaznajomionych
z rOwnaniami rézniczkowymi oznacza ,,réwnanie bardzo
latwe do rozwiazania”. Jego rozwiazaniem (co Czytelnik
Dociekliwy moze tatwo sprawdzi¢) jest funkcja:

v

(2) #(t) = CeMt — 7
gdzie C jest dowolna stala, ktéra wyznaczamy, zadajac,
aby spelniony byl warunek poczatkowy z(0) = 0.

Dzigki temu zabiegowi otrzymujemy ostateczny wynik:
v ( Ht
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Znaleziona funkcja x(t) méwi nam, jak daleko od
poczatku nici jest Ksymena w chwili ¢. Zeby wiedzie¢,
czy doszta do konica nici, musimy te odleglo$é¢ poréwnaé
z dlugodcia nici w chwili ¢, ktéra wynosi sa(t). Jezeli
istnieje ¢, dla ktérego stosunek tych dwdch odleglosci
jest wiekszy od 1, to mréwka dojdzie do konca nici.
Czyli sprawdzamy, czy spelniony jest warunek:

x(t) v
sa(t) sH (
Wyrazenie w nawiasie jest zawsze mniejsze od 1,

a dobierajac odpowiednio ¢, mozemy uczynié je
dowolnie bliskim 1. Aby wiec istnialo ¢, dla ktorego
nieréwnoé¢ jest spelniona, musi zachodzi¢ warunek:

s <wv/H. Czyli w przypadku ciaglym mréwka réwniez
ma, ,skonczony zasieg”.
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Rys. 1. Ciagla czarna linia po lewej
stronie wykresu przedstawia polozenie
mréwki Ksymeny w zaleznosci od czasu —
mréwka spoczywa, wiec linia jest
réwnolegta do osi czasu. Czarng linig
przerywang oznaczono sfer¢ Hubble’a —
galaktyki na lewo od tej linii oddalajg sie
od Ksymeny wolniej niz c, a na prawo
szybciej. Ciagla kolorowa linia
przedstawia trajektori¢ pewnej galaktyki,
ktéra poczatkowo znajduje si¢ wewnatrz
sfery Hubble’a, a w pewnym momencie ja
opuszcza. Liniami kropkowanymi
narysowane sg przykltadowe trajektorie
fotonéw wystanych z tej galaktyki

w réznych chwilach czasu. Widaé, ze
fotony wyslane z wnetrza sfery Hubble’a
docieraja do Ksymeny, a te wystane

z zewnatrz oddalajg si¢ coraz szybciej,
pomimo ze zostaly wystane w lewo, czyli
w stron¢ Ksymeny. Wszystkie krzywe
przedstawione na rysunku sg wykresami
funkcji z odpowiednio dobranymi
parametrami C i v.

Czym sie réznig Wszechs$wiaty Karoliny i Ksymeny? Wyobrazmy sobie,
ze te rozciagajace si¢ nici to modele pewnego jednowymiarowego Wszechéwiata,
w ktérym zyja nasze mréwki. Wszechswiaty te moga by¢ nieskonczone,

a parametr s wystepujacy w zadaniach moze oznaczaé odleglo$é¢ pomiedzy
jakimi$ obiektami (np. galaktykami) w pewnej ustalonej chwili czasu. Oba
Wszechéwiaty sie rozszerzaja. Jednak Karolina moze doj$¢ do dowolnego
punktu w swoim Wszech$wiecie (do dowolnie dalekiej galaktyki), a Ksymena
moze odwiedzi¢ tylko pewna jego czedé¢ — reszta jest dla niej niedostepna.

We Wszechswiecie Ksymeny galaktyka, ktora w jakiejs chwili znajduje sie dalej
niz v/ H, jest poza jej zasiegiem. Jezeli za v podstawimy predkosé swiatla c,

to sygnal, jaki Ksymena wysle z predkoscia ¢ w chwili, w ktorej jest ona dalej
niz ¢/H, nigdy do tej galaktyki nie dotrze i odwrotnie: sygnal wyslany w tej
chwili z tamtej odleglej galaktyki nigdy nie dotrze do Ksymeny.

We Wszechéwiecie Ksymeny obowiazuje wiec ciekawe prawo: w chwili gdy
obiekt znajdzie sie dalej niz ¢/H, tracimy z nim kontakt na zawsze. W tym
momencie predkosé, z jaka jest on unoszony przez rozszerzajacy sie Wszechswiat,
wynosi ¢. Czyli we Wszechéwiecie Ksymeny utrata szansy na kontakt zachodzi
w chwili, w ktérej predkosé ucieczki zwiazana z rozszerzaniem sie Wszechswiata
przekracza c. Zauwazmy tez, ze funkcja a(t) = e! ma te wlasnoéé, ze jezeli
bedziemy sie cofa¢ w czasie, to nawet jezeli aktualnie jaki$ obiekt jest od

nas bardzo daleko (duzo dalej niz ¢/H), to istnieje taka chwila w przesztosci,

w ktoérej byl blizej. Sygnal wtedy wystany mégt do nas dotrze¢. Widzimy wiec
ciekawa wlasnos¢ tego Wszechswiata: galaktyki, ktére kiedys Ksymena mogta
obserwowac, po pewnym czasie przestaja by¢ dla niej widoczne. Im dtuzej
Ksymena obserwuje swoj Wszech$wiat, tym mniejsza cze$¢ galaktyk widzi —
kolejne galaktyki opuszczaja obserwowalng dla niej cze$é Wszech$wiata (rys. 1).

We Wszechswiecie Karoliny jest zupelnie inaczej. Wiemy juz, ze poruszajac sie
z dowolnie matg predkoscia, moze zaj$¢ dowolnie daleko. Oznacza to réwniez, ze
sygnal wystany z galaktyki znajdujacej sie dowolnie daleko dotrze do Karoliny,
jezeli tylko poczeka ona dostatecznie dtugo. Czyli jezeli jest jaka$ odlegla
galaktyka, ktérej Karolina nie widzi, to predzej czy pdznej ja zobaczy. Czesé
Wszechswiata dostepna jej obserwacjom z czasem staje sie coraz wieksza. Co
wiecej, to, czy Karolina zobaczy dang galaktyke, nie zalezy od relacji predkodci,
z jakg ucieka dana galaktyka, do predkoéci $wiatta. Sygnal wystany z galaktyki
oddalajacej sie z predkoscia wigksza od ¢ dotrze do Karoliny!

Jak to jest mozliwe? Jakim sposobem Karolina moze zobaczy¢ galaktyke
uciekajaca szybciej od swiatta? MoglibySmy poprzesta¢ na odpowiedzi,

ze wynika to wprost z réwnan wyprowadzonych przez Karola Gryszke w A7,
ale sprobujemy przyjrzeé sie blizej rozwiazaniu tego pozornego paradoksu.

We Wszechéwiecie Karoliny, podobnie jak we Wszech$wiecie Ksymeny, mozemy
wprowadzié¢ funkcje a(t), ktéra méwi nam, jak skaluja sie odlegloéci w miare
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Rys. 2. Ciagla czarna linia po lewej
stronie wykresu przedstawia polozenie
mréwki Karoliny. Czarng linig
przerywang oznaczono sfer¢ Hubble’a —

galaktyki na lewo od tej linii oddalaja sie

wolniej niz ¢, a na prawo szybciej.
Promien tej sfery rosnie z predkoscia
$wiatla. Ciggle kolorowe linie
przedstawiaja przykladowe trajektorie

dwéch galaktyk: jedna (po lewej) znajduje

si¢ wewnatrz sfery Hubble’a, a druga
(po prawej) na zewnatrz. Linie
kropkowane przedstawiaja trajektorie

fotonéw wystanych w lewo (do Karoliny)

w tej samej chwili czasu przez obie

galaktyki. Widaé, ze foton wystany przez

galaktyke spoza sfery Hubble’a
(oddalajaca sie od Karoliny z predkoscia

3/2c) poczagtkowo oddala si¢ od Karoliny,

ale w pewnym momencie sfera Hubble’a
go ,,dogania” i od tej chwili zaczyna si¢

zbliza¢ do Karoliny. Wszystkie krzywe na

rysunku sa wykresami rozwigzania
ogblnego przedstawionego przez Karola

Gryszke w AZQ z odpowiednio dobranymi

stalymi.
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rozciagania sie¢ Wszech$wiata. Tutaj bedzie to a(t) = 1 + ut. Jezeli odlegla
galaktyka (ta na koricu nici) w chwili ¢ = 0 znajduje sie w odleglosci s od
Karoliny, to zaleznosé odleglosci od czasu ma postaé s - a(t) = s + sut, czyli
galaktyka oddala sie ze stalg predkoscia su, tak jak bylo w tresci zadania.
Zastandéwmy sie teraz, jaka jest odlegto$é r(t) do punktu na nici (galaktyki

we Wszechéwiecie), ktéry oddala sie od Karoliny z predkoécia c. Zeby na nie
odpowiedzieé, wystarczy do réwnania podstawié¢ &(t) = ¢, z(t) =r(t),v =0
oraz a(t) = 1 + ut. Rozwiazaniem jest r(t) = c% =c(L+1), czyli brzeg
obszaru, wewnatrz ktorego galaktyki uciekaja wolniej niz ¢, oddala sie od
Karoliny z predkoscia ¢ (dla poréwnania, we Wszech$wiecie Ksymeny odleglosé
ta byla stala i wynosita ¢/H). Obszar ten w kosmologii nazywany jest objetoscig
Hubble’a, a jego brzeg to sfera Hubble’a. Rozwiazanie naszego paradoksu
przedstawia rysunek 2. Foton wyslany przez galaktyke poza sferg Hubble’a
poczatkowo oddala sie od Karoliny, ale w pewnym momencie rozszerzajaca

sie sfera Hubble’a go dogania i do tej chwili foton zbliza sie juz do Karoliny

i w skoniczonym czasie do niej dotrze.

Widzimy wiec, ze we Wszechs§wiecie Ksymeny objetos¢é Hubble’a pokrywa

sie z tym, co nazywa ona obserwowalna czeSciag Wszechswiata, natomiast

we Wszechswiecie Karoliny ta obserwowalna czes¢ jest wigksza od objetosci
Hubble’a. Nie nalezy wiec myli¢ tych dwéch pojeé (co niestety czesto ma
miejsce w tekstach popularnonaukowych). Odleglosé, w jakiej znajduja sie
galaktyki uciekajace z predkoscia $wiatla, nie wyznacza kranca obserwowalnego
Wszechéwiata. Na przykladzie Wszech$wiata Karoliny widzimy, ze (w pewnych
sytuacjach) mozliwe jest obserwowanie w teleskopach galaktyk, ktére oddalaja
sie od nas szybciej niz $wiatto (nawet takich, ktére zawsze oddalaly sie od nas
szybciej niz $wiatlo).

Parametr Hubble’a. W naszych rozwazaniach wygodne okazato sie
wprowadzenie czynnika a(t), ktéry ma rézna forme w obu Wszech$wiatach,
ale pelni te sama funkcje — méwi, jak skaluja sie odleglosci w miare uptywu
czasu. Zauwazmy, ze kilka razy pojawil si¢ nam réwniez stosunek %, ktéry
we Wszechswiecie Ksymeny jest staly i wynosi H, a we Wszechswiecie
Karoliny zalezy od czasu. Ten wspétczynnik pozwalal nam obliczy¢, jaka
jest predkos$é galaktyki (punktu na nici) oddalonej w danej chwili o z. Ta
predko$é¢ wynosi po prostu x - % Wprowadzamy wiec parametr H(t) := %,
nazwiemy go parametrem Hubble’a. W obu Wszechéwiatach obowiazuje

tzw. prawo Hubble’a—Lemaitre’a, ktére mowi, ze predkosé ucieczki galaktyk
jest proporcjonalna do odlegtoéci. Jednak tylko we Wszechéwiecie Ksymeny
wspélezynnik tej proporcjonalnoséci H(t) jest staly w czasie, natomiast we
Wszechswiecie Karoliny maleje z czasem, dazac do zera w granicy przy ¢t — 0o.

A co z teorig wzglednosci? Ktos moze sie czué zaniepokojony beztroska,

z jaka opisujemy galaktyki uciekajace szybciej niz $wiatto, i powzia¢ podejrzenie,
ze ta cala paplanina ma si¢ nijak do prawdziwego Wszechéwiata, w ktérym
zyjemy. Stusznie moze podniesé zarzut, ze szczegdlna teoria wzglednosci zabrania
przekraczania predkosci $wiatla. Okazuje si¢ jednak, ze jezeli do modelowania
Wszechswiata zaprzegniemy ogdlna teorie wzglednosci i odpowiednio starannie
zdefiniujemy uzywane pojecia (takie jak ,predkosé ucieczki”), to zadnej
sprzecznosci nie ma. Bedzie to temat kolejnego artykutu, ktéry ukaze sie za
miesiac. Przekonamy sie, ze modele opisujace nasz Wszech$wiat majg pewne
cechy wspélne z obydwoma przedstawionymi tutaj prostymi modelikami.

7 jednej strony, rzeczywiscie jest tak, ze w naszych teleskopach obserwujemy
galaktyki, ktore oddalaja si¢ od nas z predkoscia wigksza od predkodci $wiatta
(tak jak we Wszech$wiecie Karoliny). To miedzy innymi dzieki temu mozemy
zobaczy¢ zdarzenie odleglte od nas o 17 miliardow lat Swietlnych, o ktérym pisal
Michat Bejger w AL) mimo Ze nasz Wszeché$wiat istnieje dopiero 13,8 miliarda
lat. Z drugiej strony, powszechnie akceptowany obecnie model naszego
Wszech$wiata przewiduje, ze podobnie jak to ma miejsce we Wszechswiecie
Ksymeny, nigdy nie bedziemy mogli zobaczy¢ calego Wszech$wiata, a co wiecej,
ta jego cze$¢ dostepna naszym obserwacjom ciggle sie kurczy. Co chwile jakas
odlegta galaktyka bezpowrotnie opuszcza obszar dostepny naszym obserwacjom.

3


https://www.deltami.edu.pl/temat/matematyka/zastosowania/2019/06/30/Nieoczekiwane_zastosowania_szere/
https://www.deltami.edu.pl/temat/astronomia/astrofizyka/2020/09/30/gw190521-masywne-wibracje/

